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Resumo

O PROBLEMA DA ORDENAGAO POR TRANSPOSICOES (SBT, sigla dos termos em lingua
inglesa Sorting By Transpositions) é um problema classico em rearranjos de genoma. Em
2012, Bulteau, Fertin e Rusu provaram que o SBT é N'P-dificil e o melhor algoritmo de
aproximacao com uma razao de 1.375 foi proposto em 2006 por Elias e Hartman. Seu
algoritmo emprega simplificagcdo, uma técnica usada para transformar uma permutacao
de entrada m em uma permutacio simples 7, presumivelmente mais facil de lidar. A
permutacao 7 é obtida inserindo novos simbolos em 7 de forma que o limite inferior da
distancia de transposicao de m seja mantido em 7. A simplificacdo garantidamente man-
tém o limite inferior, mas nao a distancia de transposicao. A sequéncia de transposicoes
que ordena 7 pode ser “imitada” para ordenar w. Nesta tese, primeiro, mostramos que
o algoritmo de Elias e Hartman (Algoritmo EH) pode requerer uma transposicao extra
acima da razao de aproximacao de 1.375, dependendo de como a permutacao de entrada
é simplificada. Em seguida, usando uma abordagem algébrica, propomos um novo limite
superior para a distancia de transposi¢cao e um novo algoritmo de aproximacao de 1.375
para o SBT, que nao emprega simplificagdo e que garante a razao de aproximacgao de
1.375 para todo o grupo simétrico S,,. Implementamos o Algoritmo EH e o algoritmo
proposto nesta tese. Em relacdo a implementacao do Algoritmo EH, duas novas falhas
foram identificadas e precisaram ser corrigidas. Testamos ambos os algoritmos com todas
as permutacoes de tamanho n, 2 < n < 12. Os resultados mostraram que o Algoritmo
EH excede a razao de aproximacao de 1.375 para permutacoes com tamanho maior que
7. Em seguida, investigamos o desempenho de ambas as implementacoes em permutagoes
longas de comprimento maximo 500. Por fim, apresentamos os resultados obtidos de
uma investigacao visando encontrar uma solugao aproximada para o SBT, com razao in-
ferior a 1.375. Ao procurar por resultados que permitissem o desenvolvimento de uma
solucdo 1.333-aproximativa, apenas nao foram encontradas sequéncias de transposicoes,
proporcionando essa razao, para 11 casos, de um universo de ~ 545.000. A conclusao da
investigacao foi de que, para baixar a razao de aproximagao 1.375, serd necessario buscar
por sequéncias de transposi¢oes muito longas, o que pode ser impraticavel, dependendo

dos recursos computacionais disponiveis e da técnica utilizada.
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Abstract

SORTING BY TRANSPOSITIONS (SBT) is a classical problem in genome rearrangements.
In 2012, Bulteau, Fertin e Rusu have proven that the SBT is N'P-hard, and the best
approximation algorithm with a 1.375 ratio was proposed in 2006 by Elias and Hartman.
Their algorithm employs simplification, a technique used to transform an input permuta-
tion 7 into a simple permutation 7, presumably easier to handle with. The permutation &
is obtained by inserting new symbols into 7 in a way that the lower bound of the transpo-
sition distance of 7 is kept on @. The simplification is guaranteed to keep the lower bound,
not the transposition distance. A sequence of operations sorting 7 can be mimicked to sort
7. In this thesis, we first show that the algorithm of Elias and Hartman (EH algorithm)
may require one extra transposition above the approximation ratio of 1.375, depending
on how the input permutation is simplified. Next, using an algebraic approach, we pro-
pose a new upper bound for the transposition distance and a new 1.375-approximation
algorithm to solve SBT skipping simplification and ensuring the approximation ratio of
1.375 for all symmetric group S,. We implemented our algorithm and EH’s. Regarding
the implementation of the EH algorithm, two issues needed to be fixed. We tested both
algorithms against all permutations of size n, 2 < n < 12. The results showed that
the EH algorithm exceeds the approximation ratio of 1.375 for permutations with a size
greater than 7. Next, we investigate the performance of both implementations on long
permutations of maximum length 500. Finally, we present the results obtained from an
investigation aimed at finding an approximate solution for SBT with an approximation
ratio lower than 1.375. When looking for results that would allow the development of a
1.333-approximate solution, we only have not found transposition sequences, providing
this ratio, for 11 cases, out of an universe of &~ 545,000. The conclusion of the investi-
gation was that, in order to lower the approximation ratio of 1.375, it will be necessary
to search for very long transposition sequences, which may be impractical, depending on

the available computational resources and the technique used.

Keywords: Transposition Distance Problem, Sorting by Transpositions, genome rear-

rangements, approximation algorithms, permutation groups
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Capitulo 1
Introducao

Sabe-se, de pesquisas anteriores, que os genomas de diferentes espécies podem apresen-
tar essencialmente o mesmo conjunto de genes em suas fitas de DNA, porém em ordens
diferentes [5, 6], sugerindo a ocorréncia de eventos mutacionais que afetam grandes por-
¢oes de DNA. Estes eventos sao presumivelmente raros e, portanto, podem prover pistas
importantes para a reconstrugao da histéria evolucionéria entre diferentes espécies [7, 8].
Um destes eventos é a transposicio, a qual troca de posicao dois blocos adjacentes de
genes em um cromossomo. Se considerarmos que nao existem genes duplicados e que
podemos representar um cromossomo como uma permutacao sobre um conjunto de nu-
meros inteiros, onde cada gene é representado por um nimero, entdo o PROBLEMA DA
DISTANCIA DE TRANSPOSIGAO (TDP, sigla dos termos em lingua inglesa Transposition
Distance Problem) consiste em encontrar o niimero minimo de transposigoes (distincia de
transposi¢do) necessarias para transformar um cromossomo em outro. O TDP pode ser
reduzido ao PROBLEMA DA ORDENAGCAO POR TRANSPOSIGOES (SBT, dos termos em
lingua inglesa Sorting by Transpositions), onde a permutagao alvo é a permutagao iden-
tidade ¢. A distancia de transposicao entre uma permutacao qualquer m sobre n simbolos
e ¢ é denotada como d(m).

O primeiro algoritmo de aproximacao para o SBT foi concebido em 1998 por Bafna
e Pevzer [9], com uma razao de aproximacao 1.5. Para chegar a este resultado, Bafna e
Pevzer investigaram as propriedades de uma estrutura chamada grafo de ciclos, que pos-
teriormente se tornou a estrutura mais classicamente estudada na literatura relacionada
ao SBT. Em 2006, Elias e Hartman [10] apresentaram um algoritmo 1.375-aproximativo
para o SBT (Algoritmo EH) com complexidade de tempo O(n?), sendo este o melhor
algoritmo de aproximagao conhecido até entdo para o SBT. Em um estudo posterior, a
complexidade de tempo do algoritmo de Elias e Hartman foi melhorada para O(nlogn)
por Cunha e outros [11]. Outras melhorias, incluindo heuristicas, foram propostas por
Dias e Dias [4, 12]. Em 2012, Bulteau, Fertin e Rusu [13] demonstraram que o SBT ¢



N P-dificil.
Outros estudos, porém, foram feitos usando estruturas diferentes. Por exemplo, Hau-
sen e outros [14] estudaram o SBT usando uma estrutura chamada grafo tdrico, que foi

previamente concebida por Erikson e outros [15], no trabalho em que eles apresenta-

2n—2
3

literatura. Seja 7 uma permutacao sobre n simbolos, o didmetro de transposi¢do, deno-

ram o limite superior de { J para o didmetro de transposi¢ao, o melhor conhecido na
tado d(n), do grupo simétrico de ordem n, denotado S, corresponde ao mazcg, d().
Por outro lado, Galvao e Dias [16] estudaram solugdes aproximadas para o SBT usando
trés estruturas diferentes: codigos de permutacdo, um conceito previamente introduzido
por Benoit-Gagné e Hamel [17]; diagrama de pontos-de-quebra, introduzida por Walter
e outros [1]; e subsequéncia crescente mais longa, introduzida por Guyer e outros [18].
Rusu [19], por sua vez, usou uma estrutura chamada log-list, anteriormente concebida por
Sleator e Tarjan [20], para derivar outro algoritmo 1.375-aproximativo para o SBT com
complexidade de tempo O(nlogn).

Além desses, recentemente outros trabalhos tém sido propostos envolvendo variagoes
do evento mutacional de transposicao. Como exemplo, podemos citar que Lintzmayer e
outros [21] estudaram o PROBLEMA DA ORDENAGAO DE PERMUTAGOES POR TRANS-
POSICOES POR PREFIXOS E SUFIXO0S, bem como outros problemas combinando varia-
¢oes da transposicao com outros eventos mutacionais, por exemplo, reversao. Oliveira
e outros [22], por sua vez, estudaram a distdncia de transposigao entre dois genomas
considerando regides intergénicas, um problema o qual chamaram de PROBLEMA DA
ORDENACAO DE PERMUTAGOES POR TRANSPOSIGOES INTERGENICAS.

Meidanis e Dias [23] foram os primeiros autores a propor o uso de uma abordagem
algébrica para resolver o SBT, como uma alternativa as abordagens baseadas no grafo
de ciclos. O objetivo era o de prover uma abordagem mais formal para solucionar pro-
blemas de rearranjo de genomas usando resultados ja conhecidos da teoria de grupos de
permutagoes. Mira e outros [2] mostraram a viabilidade do uso de abordagem algébrica,
para solucionar o SBT através da formalizacao do algoritmo 1.5-aproximativo de Bafna e
Pevzner [9], usando apenas ferramental algébrico.

Sobre os algoritmos baseados em grafo de ciclos, para o SBT, apds o trabalho de Bafna
e Pevzner [9], o uso da simplificacao [24, 25, 26] tornou-se predominante. A simplificagdo
¢ uma ferramenta que foi introduzida com o objetivo de tornar mais facil a lida com
ciclos longos no grafo de ciclos. Basicamente, consiste em inserir novos simbolos na
permutacao original, de forma que a permutacdo simples resultante contenha apenas
ciclos curtos. A ordenacgao da permutacao simples pode ser “imitada” para ordenar a
permutacao original. No Capitulo 3, serd mostrado um efeito colateral da simplificagao

que, em ultima instancia, faz com que o Algoritmo EH, em certos casos, produza uma



transposicao extra, além da razao 1.375 prometida. No melhor de nosso conhecimento,
nao ha na literatura, possivelmente pela predomindncia da simplificacao, ferramental
desenvolvido para a lida com ciclos longos. Assim sendo, nesta tese, o uso da simplificagao
foi evitado. Em seu lugar, preferimos utilizar uma abordagem algébrica, baseada no
trabalho de Mira e outros [2]. Nela, é possivel lidar com ciclos longos sem a necessidade
de inserir novos simbolos na permutacao original.

E importante ressaltar que nao achamos que a abordagem algébrica deva substituir
completamente a representacao grafica, através do grafo de ciclos. Isto, porque para
termos uma melhor intui¢ao sobre as propriedades de um ou mais ciclos e seus relaciona-
mentos, é bastante ttil, “desenhar” e “visualizar” o grafo de ciclos de uma permutagao.
Por outro lado, achamos que o uso da abordagem algébrica é mais conveniente para de-
clarar e demonstrar fatos, além de ser 1til também na implementacao de algoritmos, onde
muitas das computagoes podem ser efetuadas por meio da multiplicacao de permutagoes.
Dessa forma, acreditamos que ambas as abordagens sao, na verdade, complementares.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, formalizaremos o SBT e
depois faremos uma revisao sobre a abordagem classica utilizada para desenvolver solu-
¢oes aproximadas para o SBT, baseada no grafo de ciclos, e uma revisao do algoritmo de
Elias e Hartman. A seguir, serd apresentada uma breve revisao dos conceitos de grupos de
permutacoes utilizados nesta tese, seguida de uma formalizagao algébrica para o SBT. Por
fim, mostraremos uma correspondéncia entre as duas abordagens. No Capitulo 3, apresen-
taremos nossa motivacao para o desenvolvimento de uma nova solucao 1.375-aproximativa
para o SBT, que consiste de exemplos de permutacoes para as quais o Algoritmo EH pro-
duz uma transposicao extra acima da razao de aproximacao prometida de 1.375. Ainda no
Capitulo 3, apresentaremos um novo limite superior para o SBT, melhorando o resultado
alcangado por Bafna e Pevzner [9, 27] em 1998 e um novo algoritmo 1.375-aproximativo
para o SBT. Este novo algoritmo nao produz transposigdes extras e garante a razao de
aproximagao 1.375 para todo o grupo simétrico S,,. No Capitulo 4, serao apresentados
resultados experimentais, para as permutagoes de comprimento n, 2 < n < 12, obtidos de
implementagoes do Algoritmo EH e do algoritmo proposto nesta tese. A porcentagem de
distancias computadas que sdo iguais a distancia de transposicdo calculadas pelo Algo-
ritmo EH e o0 nosso serdao comparados com outras disponiveis na literatura. O desempenho
das implementagoes de ambos os algoritmos com permutagdes mais longas, também foi
investigado. Nesse contexto, serao apresentados resultados de experimentos envolvendo a
ordenacao de permutacoes geradas aleatoriamente, de comprimento variando de 20 a 500,
e comparamos os resultados com experimentos semelhantes realizados em outros estudos.
Por fim, serao mostrados outras duas falhas encontradas no Algoritmo EH, descobertas

durante a sua implementagao: um afetando ambas as versoes publicadas [10, 28] e outro



afetando apenas a versao publicada em [10]. No Capitulo 5, serdo apresentados resul-
tados obtidos de uma investigacao cujo objetivo foi o de desenvolver uma nova solugao
aproximada para o SBT, com razdo de aproximacao inferior a 1.375, a principio 1.333.

Finalmente, conclusoes e trabalhos futuros serao discutidos no Capitulo 6.



Capitulo 2

Abordagens classica e algébrica para
o SBT

Neste capitulo, formalizaremos o SBT na Secao 2.1. Depois, na Secao 2.2, revisaremos
a abordagem classica utilizada no desenvolvimento de solugoes aproximadas para o SBT,
baseada no grafo de ciclos e, a seguir, faremos uma revisao do Algoritmo EH. Na Secao 2.3,
serd feita uma breve revisao de conceitos de grupos de permutagoes, onde nos restringire-
mos apenas naqueles que sao relevantes no ambito desta tese. Em seguida, mostraremos
uma formalizacao algébrica para o SBT. Por ultimo, na Secao 2.4, serd mostrada uma

correspondéncia entre ambas as abordagens, cléssica e algébrica.

2.1 Formalizacao do SBT

Seja m = [m Ty ..., uma permutagao sobre o conjunto F = {1...n}. Uma transposicio
7(i,j,k), com 1 <i < j <k <n+1, troca de posigao os simbolos do intervalo [m;, 7;_1]
com os simbolos do intervalo [r;, mx—1] . Assim, a aplicagao de 7(3, j, k) sobre 7, denotada
7(i,j, k) - m, resulta em [my ... M1 Tj ... Tpoy Tj... . Tjq Th ... Tyl

Dadas duas permutacoes m e o, 0 PROBLEMA DA DISTANCIA DE TRANSPOSIGAO
(TDP, sigla dos termos em lingua inglesa Transposition Distance Problem) corresponde
ao problema de encontrar o nimero minimo ¢ (i.e., a distancia de transposigao entre 7 e
o) tal que a sequéncia de transposigoes 7y, ..., 7y transforma w em o, i.e., 7... 7 T = 0.
Repare que a distancia de transposicao entre 7 e o € igual a distancia de transposicao entre

! 1'é a inversa de o e a permutacao identidade ¢ = [1 2...n]. O PROBLEMA

ac -m,onde o™
DA ORDENAGAO POR TRANSPOSIGOES (SBT, dos termos em lingua inglesa Sorting by
Transpositions) corresponde ao problema de encontrar a distancia de transposigao entre

uma permutagao 7 e ¢, denotada por d(w).



2.2 Grafos de ciclos e o Algoritmo EH

2.2.1 Grafos de ciclos

Na literatura de rearranjo de genomas, a representacao grafica mais amplamente utilizada
para permutagoes, ¢ o grafo de ciclos! [9]. Para construir o grafo de ciclos de 7 =
[ my ... m,], primeiro estendemos m com dois simbolos extra 7y = 0 e w41 = n + 1.
Assim, o grafo de ciclos de 7, denotado por G(m), é um grafo dirigido consistindo do
conjunto de vértices {+0, —1, +1, =2, 42, ..., —n, +n, —(n + 1)} e um conjunto
de arestas coloridas (que podem ser pretas ou cinza). Para todo 1 < i < n + 1, as
arestas pretas ligam —m; a +m;_;. Para todo 0 <7 < n, as arestas cinza ligam o vértice
+i ao vértice —(i + 1). Intuitivamente, as arestas pretas indicam o estado atual dos
genes, em relagdo ao seu posicionamento no cromossomo representado por 7, enquanto as
arestas cinza indicam a ordem desejada dos genes na segunda permutacao, representada
por ¢ = [1 2 ... n]. Nas figuras abaixo, a dire¢ao das arestas sao omitidas, pois podem

ser facilmente inferidas pela observacao dos sinais dos vértices.

Exemplo 1. A Figura 2.1 mostra o grafo de ciclos de m = [4 32187 6 5] com 9
arestas pretas, (—9,45), (=5,46), ..., (=3,+4), (—4,40), € 9 arestas cinza, (+0,—1),
(+1,-2), (+2,-3), ..., (+7,—8), (+8,-9).

+0 4 +4 -3 +3 -2 42 -1 +1 -8 +8 -7 +7 6 +6 -5 +5 -9

Figura 2.1: G([432 1876 5]). As arestas pretas sao as horizontais.

Ambos graus de entrada e saida de cada vértice em G(7) sao 1, correspondendo a uma
aresta preta entrando no vértice v e outra aresta cinza deixando o mesmo vértice. Isto
induz em G(7) uma decomposigao tnica em ciclos. Um k-ciclo é um ciclo C' em G(7)
com k arestas pretas. Neste caso, também dizemos que o comprimento de C' corresponde
ao valor k. Além disso, C' é dito ser um ciclo longo, se kK > 3, caso contrario, C' é dito ser
um ciclo curto. Se k é par (Impar), entdao dizemos também que C' é um ciclo par (impar).

O nimero maximo de n + 1 ciclos em G(7) é obtido se e somente se m é a permutagao
identidade ¢. Neste caso, cada ciclo é composto exatamente de uma aresta preta e uma

aresta cinza. Denote por ¢yuper(7) 0 niimero de ciclos impares em G(7), € Acimpar (7, 7) =

'Em seu trabalho, Elias e Hartman [10] utilizaram uma estrutura circular equivalente, a qual eles
chamaram de grafo de pontos de quebra (em lingua inglesa, breakpoint graph).



Cimpar (T - T) — Cimpar () & variagdo no nimero de ciclos impares em G(7) e G(7-7), apés a

aplicagao de uma transposicao 7. Bafna e Pevzner [9] demonstraram o seguinte resultado.
Lema 2 (Bafna e Pevzner [9]). Acimpar(m,7) € {—2,0,2}.

Um p-movimento é uma transposicao 7 tal que Acyppar(m,7) = p. Repare que de
acordo com o lema acima, os possiveis movimentos sao: 2-movimento, O0-movimento e
(—2)-movimento. A partir do Lema 2, Bafna e Pevzner [9] derivaram o seguinte limite

inferior na distancia de transposicao.

Teorema 3 (Bafna e Pevzner [9]). d(7) > nﬂ%’m"”m

As arestas pretas de G(m) podem ser numeradas de 1 até n + 1 pela atribuicao de
um rétulo i a cada aresta preta (—m;, +m;_1). Um k-ciclo C' visitando as arestas pretas
1,...,1., na ordem imposta pelo ciclo, pode ser escrita de x formas diferentes, dependendo
da primeira aresta preta visitada. Se nao especificado de outra forma, assumiremos que
a aresta inicial ¢; de C' é escolhida com o maior valor, i.e., 7; é tal que i; > 1 , para todo
s € {2,...,k}. Com esta condigdo, se i1, ..., i, é uma sequéncia decrescente, entao C'
é chamado de ciclo nao-orientado, caso contrario C' é um ciclo orientado. Dois pares de
arestas pretas sao ditos cruzantes se existem ciclos C' = (..., a,b,...)e D =(...,e, f,...)
em G(m), tais que a > e >b> foue>a> f>b Neste caso, C' e D também sdo ditos
serem ciclos cruzantes. De maneira similar, as triplas de arestas pretas (a, b, c) e (d, e, f)
sdo intercalantes se existem ciclos C' = (...,a,b,¢,...) e D = (...,de, f,...), tais que
a>d>b>e>c>foud>a>e>b>f >c Nestecaso, C'e D também sao ditos

serem ciclos intercalantes.

0 -6 +6 -5 +5 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -8 +8 -7 +7 -4 +4 -9 +9 -14+14-13+13-12+12-11+11-10+10-15

Figura 2.2: G([65321874914 13 12 11 10)).

Exemplo 4. Os ciclos (5,3,1), (8,6,4), (15,13,11) e (14,12,10) de G([6 53218749
14 13 12 11 10]) (Figura 2.2) sio nao-orientados, enquanto que (9,2,7) é um ciclo
orientado. Além disso, (5,3,1) e (8,6,4) sdo ciclos cruzantes e os ciclos (15,13,11) e

(14,12, 10) sdo ciclos intercalantes.

2.2.2 Simplificacao

A simplificacdo é uma técnica que foi introduzida com o objetivo de facilitar a lida com

ciclos longos de G(m) [24]. Ela consiste na inser¢ao de novos elementos, usualmente

7



fracionarios, em 7, transformando-a em uma nova permutacao simples 7, de forma que
G(7) contém apenas ciclos curtos. Além disso, as posigoes dos novos simbolos podem
variar, mas as inser¢oes devem ser feitas por meio de transformacoes sequras. Apos a
transformacao, os elementos de © podem ser mapeados para inteiros consecutivos.

Uma transformacao de m em 7 é dita sequra se, apos a inser¢ao dos novos elementos,
o limite inferior do Teorema 3 é mantido, i.e., n(T) — Cimpar(T) = N(T) — Cimpar (7), onde
n(m) e n(#) denotam o nimero de arestas pretas em 7 e 7, respectivamente. Se 7 é
uma permutacao obtida de 7 através de transformacoes seguras, entao dizemos que 7 e 7
sdo equivalentes. Lin e Xue [25] mostraram que toda permutacao pode ser transformada
em uma permutacao simples equivalente. Uma ordenacao de © pode ser “imitada” para
ordenar m usando o mesmo nimero de transposicoes [24].

E importante notar que uma permutacio pode ser simplificada de muitas maneiras
diferentes, de forma segura. A Figura 2.3 mostra o grafo de ciclos de uma possivel permu-
tagao simples obtida da simplificagdo de [4 3218 7 6 5] (Figura 2.1). Para uma descri¢ao

completa da simplificacdo e resultados relacionados, o leitor pode consultar [24, 25, 26].

+0 -5 +5 4 +4 3 +3 -2 +2 -1 +1 6 +6 -11+11-10+10 -9 +9 -8 +8 -7 +7 -12

Figura 2.3: G([543216 111098 7]), mapeado de [4.1 4321 4.2 8.187 6 5] usando
inteiros consecutivos, obtidos da simplificacdo de [4 3218 7 6 5] (Figura 2.1).

2.2.3 Configuracoes e componentes

Os conceitos apresentados nesta se¢ao foram originalmente introduzidos por Elias e Hart-
man [10], no contexto das permutagoes simples, com foco especial nas 3-permutacies
(permutagoes cujos grafos de ciclos contém apenas 3-ciclos), das quais derivaram seus
principais resultados. Como nosso trabalho nao envolve simplificagdo, modificamos al-
guns destes conceitos para que pudessem ser estendidos a qualquer permutagdao em S, e
também para facilitar a correla¢ao entre o método de Elias e Hartman [10] e a abordagem
algébrica utilizada nesta tese.

Uma configuragio de ciclos é um subgrafo de G(m) induzido por um ou mais ciclos.
Uma configuracao A é dita conectada, se para quaisquer dois ciclos C; e C,, de A, existem
ciclos Cy, ..., Cp,—1 em A, tal que, para cada i € [1, m—1], C; cruza ou intercala com Cj ;.
Se uma configuragao ¢é constituida apenas de ciclos nao-orientados, entao a chamamos de

configuragdo ndao-orientada. Um componente é uma configuracao que consiste de apenas



um ciclo orientado que nado se cruza ou se intercala com nenhum outro ciclo de G(7); ou
de uma configuragao conectada maximal em G().

Seja A uma configuragdo de G(), tal que o nimero de ciclos de comprimento par em

b—ci(A)
2

de arestas pretas de A e ci(A) é o nimero de ciclos de comprimento impar em A. Se

A seja par. A 3-norma de A, denotada por ||A]|, é o valor , onde b é o niimero
[|A|| <8, entdao A é referida como sendo uma configurag¢ao pequena; caso contrario, uma
configuracio grande. E importante reforcar que o conceito da 3-norma nao foi definido
no trabalho de Elias e Hartman [10]. A intuicdo por tras dela é que a mesma reflete o
numero de ciclos que uma configuracao contendo ciclos de comprimentos arbitrarios teria

se fosse “simplificada”.

Exemplo 5. A 3-norma da configuragio {(9,6,8,2,4,1,3,5,7)} de G([432 1876 5])

(Figura 2.1) é 4 e, consequentemente, é uma configura¢io pequena.

Exemplo 6. As 3-normas das configuragoes {(7,4,1),(8,5,2),(9,6,3)} e {(14,12,10),
(15,13,11)} de G([483 726159 14 13 12 11 10]) (Figura 3.4) sao 3 e 2, respectiva-

mente.

Uma porta aberta é um par de arestas pretas (a,b) de um ciclo C' em A tal que uma de
suas formas ciclicas é C' = (a, b, ...), que ndo cruza com nenhum outro ciclo em A e nao
ha aresta preta ¢ em C, tal que, se a > b, entdo a, b, c ndo é uma sequéncia decrescente;
ou, se b > a, entdo b, ¢, a também nao é uma sequéncia decrescente. Uma configuracao

que nao contém portas abertas é chamada de configuracao completa.

Exemplo 7. As configuragoes {(7,4,1),(8,5,2),(9, 6,3)} e {(14,12,10), (15,13,11)} sao
componentes completos e pequenos de G([483 726159141312 11 10]) (Figura 3.4).

2.2.4 Sequéncias de transposicoes

Uma sequéncia de transposigoes 71, ..., 7, é dita uma (z,y)-sequéncia, onde = > y, é

uma sequéncia de x transposigoes, tais que, pelo menos y delas sejam 2-movimentos. Uma

a

a , a N x
sequéncia (z,y) é uma 7-sequéncia se " <3

exr <a.

Exemplo 8. A sequéncia 7 = 7(1,4,7), 7o = 7(2,5,8), 73 = 7(1,4,7), 74 = 7(3,6,9) é
uma (4,3)-sequéncia, que é também uma ~L-sequéncia para a permutagio [4 8 3726 1

8
591413 12 11 10] (Figura 3.4).

2.2.5 O algoritmo de Elias e Hartman

Elias e Hartman [10] utilizaram um programa de computador para enumerar todas as

configuragoes conectadas de 3-ciclos nao-orientados, contendo até 9 ciclos, que permitem



a aplicacao de %—sequéncias. Partindo de um tnico 3-ciclo, as configuragoes conectadas

sao obtidas por meio de extensoes suficientes, descritas a seguir.

1. Se uma configuracdo A contém portas abertas, podemos adicionar um 3-ciclo C'

nao-orientado a A de modo a fechar uma porta aberta.

2. Se, por outro lado, A é uma configuragdo completa, entdo podemos adicionar um
3-ciclo C' nao orientado a A de maneira que a extensao resultante tenha no maximo

uma porta aberta.

Uma configuracao obtida por uma série de extensoes suficientes é uma configuragdo

. ; . 11 A .
suficiente, se for possivel aplicar-lhe uma <-sequéncia.

Lema 9 (Elias e Hartman [10]). Toda configura¢io nao-orientada suficiente de 9 ciclos
permite a aplicacao de uma %-sequéncia.

Elias e Hartman [10] descobriram que, dentre todos componentes pequenos, constitui-

11

dos apenas de 3-ciclos nao-orientados, apenas 5 nao permitem a aplicagao de 3 -sequéncias,

os quais foram chamados de componentes pequenos ruins.

Lema 10 (Elias e Hartman [10]). Os componentes pequenos ruins encontrados por Elias
e Hartman [10] sdo:

1. o par intercalante ndao-orientado (Figura 3.6);
2. o0s colares ndo-orientados de tamanho 4, 5 e 6 (Figuras 3.7, 3.8 € 3.9); e
3. o colar torcido de tamanho 4 (Figura 3.10).

Entretanto, ao investigar configuracoes consistindo de combinagoes de componentes

pequenos ruins, Elias e Hartman [10] descobriram o importante resultado a seguir.

Lema 11 (Elias e Hartman [10]). Se uma permutacao, cujo grafo de ciclos consiste apenas
de componentes pequenos ruins, tem pelo menos oito 3-ciclos, entdo essa permutacdo

. . ~ 11 A
permite a aplicagao de uma = -sequéncia.

Juntas, as demonstracoes dos resultados acima consistem na analise computadorizada
de cerca de 80.000 casos.

A partir dos dois resultados anteriores foi derivado o seguinte corolario:

Corolario 12 (Elias e Hartman [10]). Toda 3-permutagao com pelo menos oito 3-ciclos

permite a aplica¢do de uma %—sequéncz’a.

Estes resultados sao a base do algoritmo de Elias e Hartman [10], apresentado a seguir,

conforme esboco apresentado em [10].

10



Algoritmo 1 Algoritmo EH

1: procedimento EHSORT(7)

25:
26:
27:
28:
29:
30:

transforme 7 em uma permutagio simples 7
procure por uma (2,2)-sequéncia e a aplique, caso exista
enquanto G(#) contém um 2-ciclo faga
aplique um 2-movimento
fim enquanto
marque todos os 3-ciclos de G(7)
enquanto G(7) contém um 3-ciclo marcado C faca
se C ¢é orientado entao
aplique um 2-move
senao
tente estender C oito vezes
se uma configuracao grande foi alcancada entao

aplique uma %—sequéncia

> 7 é uma 3-permutagao

senao > foi alcangado um componente pequeno

se existe uma H—sequéncia entao

aplique uma8 1f‘l—sequéncia
senao
desmarque todos os ciclos do componente
fim se
fim se
fim se
fim enquanto
enquanto G(7) contém pelo menos 8 ciclos faga
aplique uma %—sequéncia
fim enquanto
enquanto G(7) contém um 3-ciclo faga
aplique uma (3, 2)-sequéncia
fim enquanto
imite a ordenacao de & em 7

31: fim procedimento

> trata-se de um comp. pequeno ruim

2.3 Grupos de permutacoes e formalizacao algébrica

do SBT

2.3.1 Grupos de permutacoes

Os resultados apresentados a seguir sao cldssicos na literatura de grupos de permutacoes e

suas demonstragoes podem ser encontradas em livros bésicos de dlgebra abstrata [29, 30].

Uma permutacao de um conjunto E é uma bijecdo de E sobre si mesmo. Um grupo

de permutagoes de um conjunto E corresponde ao conjunto das permutacoes de E que

formam um grupo sob a operacao de composicao de fungdes. Se a cardinalidade de E é

n, entdo chamamos o grupo formado de grupo simétrico, denotado S,. Assim, se o e 3

sao permutagoes em S, entao « - 3, ou simplesmente a3, é a fungdo que mapeia qualquer

clemento = de E para o(5(z)).

11



Um elemento x € E é dito ser um elemento fizo de a € S,,, se a(x) = x. Se existe um

subconjunto {ci, ¢, ..., 1, ¢} de elementos distintos de E, tal que
alcr) = ey, afca) =cg,. .., a(co1) = cx,(cx) = €1,

e « fixa todos os outros elementos, entao nés chamamos « de ciclo. Na notacdo ciclica,
este ciclo é escrito como a = (¢1 ¢3... ¢4 1 Cx), mas qualquer um dos (cz...ce 1 ¢ €1),
., (s ¢1 co...ch—1) denota o mesmo ciclo a. O ntimero k é o comprimento de «,
denotado por |a|. Neste caso, a também é chamado de k-ciclo.
O suporte de uma permutagao «, denotado Supp(a), é o subconjunto de elementos
movidos (ndo fixos) de E. Duas permutagdes « e (§ sdo ditas disjuntas, se Supp(a) N
Supp(f) = @, ou seja, se todo elemento movido por uma permutagao esta fixo na outra.

Sabe-se que, se a e [ sao disjuntos, entao eles comutam como elementos de S,,.

Lema 13. Cada permutagao em S, pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos.
Esta representacao, chamada decomposicao ciclica disjunta, € unica, independentemente

da ordem em que os ciclos sao escritos na representacao.

Por simplicidade, um ciclo 8 em ou de uma permutacao « é um ciclo na decomposi¢ao
ciclica disjunta de .

A permutagao identidade ¢ é a permutacao que fixa todos os elementos de E. Elemen-
tos fixos as vezes sao omitidos na notagao ciclicos. No entanto, quando necessario, eles

sao escritos como 1-ciclos.

Teorema 14. Toda permutagao em S,, pode ser escrita como um produto (ndo unico) de

2-ciclos.

Uma permutacao « é dita ser par (impar) se a mesma pode ser escrita como um
produto de um ntimero par (impar) de 2-ciclos®. A seguir, apresentamos alguns resultados

importantes relacionados a paridade de permutacoes.

Teorema 15. Se uma permutacio « € escrita como um produto de wm nimero par (impar)
de 2-ciclos, entdo ela nao pode ser escrita como um produto de um nimero impar (par)

de 2-ciclos.

Exemplo 16. A permutagio v = [4 8 37 2 6 1 5], em notagio ciclica, é representada
por (1 4 7)(2 8 5)(3)(6). Neste caso, 3 e 6 sao elementos fixos e poderiam ser omitidos

nesta notacao. Podemos dizer que v pode ser escrita, de forma unica, como um produto

2Um 2-ciclo é comumente referido como transposiciio na literatura de &algebra. Para evitar mal-
entendidos com a terminologia, nesta tese, “transposicdo” sempre se refere a troca de dois blocos adja-
centes de simbolos em uma permutagao.

12



de dois 3-ciclos disjuntos. Essa permutacao poderia ser escrita como produto de outros
ciclos também, mas esses ciclos nao seriam disjuntos. Além disso, y pode ser escrito como
(17)(14)(25)(28), usando quatro 2-ciclos, e também como (1 7)(4 7)(17)(4 7)(25)(2 8),

usando seis 2-ciclos.

Teorema 17. Se o, § € S, sao permutagoes com a mesma paridade, entdo o produto a3

€ par.

Proposicao 18. Seja v um k-ciclo. Se k é impar, entdo v € uma permutacdao par, caso

contrdrio, v é uma permutacao impar.

Para evitar mal-entendidos com a paridade de ciclos no formalismo do grafo de ciclos,
que é oposto ao classicamente usado em grupos de permutacao, na abordagem algébrica,

sempre nos referiremos aos comprimentos dos ciclos e nao a sua paridade.

2.3.2 Formalizacao algébrica do SBT

Uma permutagdo m = [y 7 ... m,| pode ser representada de muitas maneiras diferentes.
Como dito no capitulo anterior, no contexto de rearranjo de genomas, onde m modela
um cromossomo, possivelmente a representagao de 7 mais amplamente utilizada é o grafo
de ciclos [9]. Uma representacao alternativa ao grafo de ciclos é usando um abordagem
inspirada na abordagem algébrica proposta por Mira e outros [2]. Nessa abordagem, a
permutagao 7 é representada como o (n+1)-ciclo 7 = (0 m; 75 ... 7,) e a identidade como
t=(012 ... n)3 Uma correspondéncia entre os ciclos do produto i7" (apresentado a
seguir) e o conjunto de ciclos de G(7) é mostrada no final deste capitulo.

Um 3-ciclo 7 = (m; m; m) é aplicdvel em 7, se os simbolos m;, m; e m; aparecem
em 7 na mesma ordem ciclica em que estdo em 7, ou seja, T = (m;... 7 ... T...) [2].
A aplicagio de T em 7 significa multiplicar 7 por 7. Assim, e somente neste caso,
o produto 77 é um (n + 1)-ciclo, tal que os simbolos entre m; e m;_; sdo trocados
de posicao com os simbolos entre 7; e 7,1, simulando dessa forma uma transposi-
cao em 7. Assim, 77 = (m; T W) (MM - T ATTig1 « o - Tj 1T Tj oo M1 T - - . ) =

<7T07Tl e TG AT T4 e e s Te—1 T T4 1 - - - T 1T - .7Tn).

Exemplo 19. Seja 71 =(043218765). O 3-cicloT =(027) € aplicivel a 7 e assim
simula uma transposicio. A aplicagio T produz (0437 652 1 8). Agora, considere
0 3-ciclo 7" = (0 1 2). Observe que 7' nao é aplicivel a 7, e o resultado do produto T'7
¢ (04376 5)(18)(2), o qual nao é um (n + 1)-ciclo e, portanto, nao representa um

cromossomo em nossa abordagem.

30bserve que t= (012 ... n) ndo é ¢ = (0)(1)--- (n).
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O problema SBT, no formalismo algébrico, pode ser visto como: dado um (n + 1)-
ciclo 7, o problema de encontrar o nimero minimo ¢, denotado d(7), de transposi¢oes
representadas como 3-ciclos aplicaveis necessérios para transformar rem = (012 ... n),

ou seja,

Tt...Tlﬁ' = (. (21)
Da igualdade acima, multiplicando ambos os lados por 77!, temos que
Ty...m =i L (2.2)

Observe que pela Proposicao 18 e Teorema 17, o produto de dois ciclos com o mesmo
comprimento é uma permutagao par.

1

Proposicao 20. A permutacao tn™ € uma permutagdo par.

A 3-norma [31] de uma permutagdo par a € S,, denotada por ||a|ls, corresponde
ao menor ¢ tal que G,...31 = «, onde cada 3;, 1 < ¢ < /¢, é um 3-ciclo. Denote por
tmpar (@), 0 nimero de ciclos de comprimento fmpar, incluindo também 1-ciclos, em a,

respectivamente. Mira e Meidanis [31] demonstraram o seguinte resultado:

Lema 21 (Mira e Meidanis [31]).

n— Coimpar (O{)

||04||3= 9

Como 177~ é uma permutacio par (Proposicao 20), entdao, como corolario, um limite
inferior para o SBT é derivado a seguir.

Lema 22 (Mira e Meidanis [31]). Se 7 é um (n + 1)-ciclo, entdo

d(7) > [lim |5

n+1— Cimpar(0771)
- 2

2.4 Correspondéncia entre o grafo de ciclos e a per-

mutacio 7

1

O produto t7m—", na abordagem algébrica, produz ciclos que correspondem exatamente

aos mesmos ciclos de G(m). Se seguirmos as arestas dos ciclos em G(7), anotando os
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rotulos dos vértices onde entram as arestas cinza, desconsiderando o sinal e alterando

o rétulo —(n + 1) para 0, obtemos exatamente os mesmos ciclos de 77!

E facil ver,
portanto, que 7! e G(m) tém o mesmo numero de ciclos. Além disso, os ciclos de
i~ tém as mesmas propriedades relevantes dos ciclos correspondentes de G(), como
comprimento e orientacao. As relagoes entre os ciclos, ou seja, cruzamento e intercalagao,
também sao idénticas. Finalmente, configuragoes e componentes também sao conceitos
correspondentes em ambas estruturas. Todos estes conceitos, na abordagem algébrica,

serao formalizados na Secao 3.2.

Exemplo 23. Sejam =16 53218749 14 13 12 11 10] (G(w) representado na
Figura 2.2). Como visto no Exemplo 4, os ciclos de G(m) sdo (5,3,1), (8,6,4), (9,2,7),
(14,12,10) e (15,13,11). Agora, sejam = (06 53218 749 14 13 12 11 10), de
modo que tr~! = (0 11 13)(1 3 6)(2 4 8)(5 7 9)(10 12 14). Considere o ciclo (5,3,1) de
G(m). Se sequirmos o procedimento acima, obtemos o ciclo de tw=! (1 3 6). O mesmo
procedimento leva (8,6,4) para (2 4 8); (9,2,7) para (5 7 9) (observe que esses ciclos
sao igualmente orientados); (14,12,10) para (10 12 14); e finalmente (15,13,11) para
(0 11 13). Além disso, observe que (5,3,1) e (8,6,4) sao ciclos cruzantes, da mesma
forma que (1 3 6) e (2 48). Ndo so, os pares (14,12,10) e (15,13,11); e (10 12 14)
e (0 11 13) sdo intercalantes. Por fim, os mesmos pares de ciclos formam componentes

pequenos em ambas as estruturas.
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Capitulo 3

Novo algoritmo 1.375-aproximativo
para o SBT

Neste capitulo, primeiro, na Secao 3.1, apresentaremos a motivagao para o desenvolvi-
mento de uma nova solugao 1.375-aproximativa para o SBT, que é o fato de o Algoritmo
EH poder produzir uma transposicao extra, além da razao de aproximacao prometida de
1.375, dependendo de como a permutacao a ser ordenada é simplificada. A seguir, na
Secdo 3.2, iremos apresentar conceitos e propriedades dos ciclos de 77!, onde a maior
parte sdo versoes algébricas dos conceitos e propriedades dos ciclos de G(7). Por fim, nas
secoes 3.3.2 e 3.4, exporemos nossos principais resultados, que sao um novo limite superior
para o SBT e um novo algoritmo 1.375-aproximativo que garante a razao de aproximagao

para todo o grupo simétrico .S,,, sem transposicoes extras.

3.1 Motivacao

O primeiro passo do Algoritmo EH ¢é a simplificacdo da permutacao de entrada. Nesta
secao, mostramos que existem simplificagoes que, embora produzam permutagoes simples
equivalentes, fazem com que o Algoritmo EH produza uma transposicao extra acima da
razao de aproximacao prometida de 1.375. Dois exemplos sao explorados a seguir.
Considere a permutagdo m = [4 3 2 1 8 7 6 5] mostrada na Figura 2.1. O limite
inferior dado pelo Teorema 3 é 4, também sua distancia exata, correspondente a aplicagao
de quatro 2-movimentos, mostrados na Figura 3.1. Uma simplificacao possivel de 7 é a
permutacao [4.143214.28.1876 5], que mapeada para inteiros consecutivos, resulta
em7=1[543216111098 7] (Figura 2.3). Observe que o limite inferior de 7 também é
4. No entanto, nao ha %—sequéncia que possa ser aplicada em 7. Na verdade, para ordenar
7 de maneira 6tima, duas (3, 2)-sequéncias sdo necessarias. Portanto, o Algoritmo EH,

usando m = [4 32 1 8 7 6 5] como entrada, mesmo aplicando uma ordenagao étima em
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T=[54321611109 8 7], produz 6 transposi¢oes. No entanto, o algoritmo deveria

produzir no maximo 5 transposi¢gdes para nao exceder a razao de aproximacao 1.375.

7(4,6,9)-[43218765/=[4327651§]
7(3,5,8) - [43&6 18/=[4365127§]
7(2,4,7) - [4375 78 =[4512367§8]
7(1,3,6) - [45 1 36 8 =[12345678§]
Figura 3.1: Ordenagao de m = [432 1 87 6 5] usando 4 transposigdes.

O exemplo a seguir mostra que, mesmo que existam 1—1—sequen(:1as de transposicoes

possiveis de serem aplicadas em 7, o Algoritmo EH pode produzir uma transposicao acima
da razao de aproximagao 1.375. Considere a permutacdo 7’ =[362514 1098 7] (Fi-
gura 3.2), com limite inferior e distancia iguais a 5, correspondendo a aplicagao de cinco 2-
movimentos, mostrados na Figura 3.3. Uma versao simplificada de 7/ ¢ [3.16.13625 14
6.2 10.1 10 9 8 7], que mapeada para nimeros inteiros consecutivos, resulta em 7/ =
48372615914 1312 11 10] (Figura 3.4). O Algoritmo EH ordena 7’ de maneira
6tima aplicando uma (4, 3)-sequéncia, seguida de uma (3, 2)-sequéncia, em um total de 7
transposi¢oes. No entanto, o algoritmo nao deveria produzir mais do que 6 transposigoes

para nao exceder a razao de aproximacao 1.375.

+0 -3 43 6 +6 -2 +2 -5 +5 -1 +1 4 +4 -10+10 -9 +9 -8 +8 -7 +7 -11

7(6,8,11)-[36251410987 =[36251987410]
7(5,7,10)-[36251987410] =[3625874 19 10]
7(3,6,9)-[36258741910]=[367412589 10]
7(2,4,8) 36741258910/ =[3412567809 10]
7(1,3,5)-[34125678910] = (123456789 10]

Figura 3.3: Ordenacao de 7/ =[362514 109 8 7] usando 5 transposigoes.

Em ambos os exemplos acima, uma (2,2)-sequéncia inicial é “perdida” durante o
processo de simplificacao. Esta sequéncia é essencial para garantir a razao de aproximacao
1.375 quando componentes pequenos ruins permanecem em G(7) apds a aplicacao de

um nimero qualquer de 4 -sequéncias (Teorema 22 [10]). E importante ressaltar que a
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+0 4 +4 -8 +8 -3 +3 -7 +7 -2 +2 6 +6 -1 +1 -5 +5 -9 +9 -14+14-13 +13-12+12-11 +11-10 +10-15

Figura 3.4: G([4 83726 159 14 13 12 11 10]), mapeado da permutacao 7’ =
[3.16.13625146.210.1109 8 7] usando inteiros consecutivos.

transposicao extra sera gerada independentemente do nimero de componentes pequenos
ruins restantes no grafo de ciclos, apds a aplicagdo de uma série (qualquer nimero) de
%—sequéncias, desde que o numero total de 3-ciclos remanescentes seja menor que 8 e
a sequéncia inicial (2,2), que possivelmente existia inicialmente, tenha sido “perdida”
durante a simplificacao.

J& era sabido da literatura que a simplificagdio mantinha o limite inferior, mas nao
a distancia de transposicdo. No entanto, nao se sabia que a simplificacdo poderia ter o
efeito de perder uma (2,2)-sequéncia inicial. Em principio, o Algoritmo EH poderia ser
modificado para garantir a razao de aproximagcao 1.375, sem nenhuma transposicao extra.
Para isso, a procura pela (2, 2)-sequéncia deveria ser feita no primeiro passo do algoritmo
e aplicada no caso de ser encontrada. S6 entdo a permutacao resultante da aplicacao
poderia ser simplificada. No entanto, usando as técnicas conhecidas na literatura, este

novo Algoritmo EH “modificado” nao manteria a complexidade de tempo original de

O(n?).

3.2 Os ciclos da permutacio 7!

Nesta secao, juntamente com alguns novos conceitos, iremos redefinir, em termos algébri-
cos, de forma equivalente, os conceitos e propriedades relacionados aos ciclos do grafo de
ciclos.

Seja v um ciclo em 77, Sey=(a...b...c...)eT = (a...c...b...), ou seja, se
os sfmbolos a, b e ¢ aparecem em v em uma ordem ciclica distinta daquela em 7!, entdo
dizemos que (a,b,c) é uma tripla orientada e vy é um ciclo orientado. Caso contrario,
se nao houver uma tripla orientada em +, entao v é um ciclo nao-orientado. Um ciclo
n = (m n2...ny) ¢ um segmento de v se v = (1 N2...7My -..). Observe que, por

1'¢ um segmento de si mesmo. Analogamente, definimos um

1

defini¢ao, um ciclo em 1~

segmento de um ciclo v de t7~" como orientado ou nao-orientado.

Sejam § = (ab...)ee=(de...) dois ciclos de t7~!. Se 7' = (a...e...b...d...),

ou seja, se os simbolos dos pares (a,b) e (d,e) ocorrerem em ordem ciclicamente alter-
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nada em 7!, dizemos que esses pares sio cruzantes e que § e € sao ciclos cruzantes
também. Um caso especial é quando 6 = (a b c...) e e = (d e f...) sdo tais que,
7 l=(a...e...b...f...c... d...). Ou seja, os simbolos das triplas (a,b,c) e (d,e, f)

1

ocorrem em ordem alternada em 7. Neste caso, diz-se que d e € sao ciclos interca-

1

lantes. Analogamente, definimos dois segmentos de dois ciclos t7~" como cruzantes ou

intercalantes.

Exemplo 24. Seja 7= (0876514932) e = (03)(168)(24)(579). Os ciclos
(03) e (24) sdao exemplos de ciclos cruzantes, enquanto que (1 6 8) e (57 9) sao ciclos

intercalantes.

1

Um k-ciclo em =" é chamado de ciclo curto se k < 3; caso contrario, é chamado

ciclo longo. Da mesma forma, um segmento de um ciclo de 77! pode ser curto ou longo.

Observe que, da Equacdo 2.2, im~'m~1... 7,71 = 1, ou seja, a aplicacdo das transpo-
si¢oes 71,...,7; que ordenam 7 (ou seja, que transformam 7 em ) pode ser vista como a
multiplicacdao incremental de 77! por 7,74, ..., 7L

Denote por Ac®ympar (171, 7), a diferenca imper (07 771) = Cimpar (0771).

Proposicao 25 (Meidanis, Dias e Mira [23, 31]). Se 7 é um 3-ciclo aplicdvel, entdo
Acoimpar(z,ﬁil,'r) € {—270,2}

O nimero maximo de ciclos em z7~! é obtido se e somente se t7~! for a permutacao
identidade ¢. Neste caso, ¢ tem ciclos n + 1, sendo todos de comprimento impar (em
particular, todos tém comprimento 1).

Denotamos por p-movimento um 3-ciclo T aplicével, tal que Ac®gnpar (71, 7) = p. De
acordo com a Proposigao 25, os movimentos possiveis sdo (—2)-movimento, 0-movimento

e 2-movimento.

3.2.1 Configuragoes e componentes

Uma configuracio I' é um produto disjunto de segmentos de ciclos de 771, tal que nio ha
dois segmentos em I' do mesmo ciclo de i7~!. Se ||T||3 < 8, entdao I é uma configuragio

pequena; caso contrario, uma configuracao grande.

Exemplo 26. Seja 7 = (06 53 218 7 49 14 13 12 11 10), portanto 17! =
(0 11 13)(1 3 6)(2 4 8)(5 7 9)(10 12 14). O produto (1 3 6)(2 4 8) é uma configuragio

pequena i L.

Uma configuracao I' é conectada se para quaisquer dois segmentos 7y, e v, de I', existem
segmentos s, ..., Ym—1 em [, tal que para cada i € [1,m — 1], 9; cruza ou intercala com

Yix1- L' é dito ser um componente se ele consiste de apenas um ciclo orientado que nao se
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cruza ou se intercala com qualquer outro ciclo de 77 ~!; ou consiste de uma configuracao

conectada maximal de 7!,

Exemplo 27. Seja @ = (0 6 53 218 7 49 14 13 12 11 10). Como i =
(011 13)(136)(248)(579)(10 12 14), entdo (011 13)(10 12 14) ¢ (13 6)(24 8)(5 7 9)

sdo ambos componentes de tm L.

Seja (a b ¢)(d e f) uma configuracio de i7" que consiste de dois segmentos cruzan-

tes. Sem ! = (a...e...b...f...c...d...), ou seja, se (a bc)e (de f) intercalam-

se, entdo o chamamos de par intercalante ndao-orientado. Por outro lado, se 771 =
(@...f...b...c...d...e...), ou seja, (a b ¢) e (de f)apenas se cruzam, mas nao
se intercalam, entao o chamamos de par cruzante nao-orientado.

Seja € = (a b...) um segmento de uma configuragdo I'. Chamamos o par (a,b) de
porta aberta em I', se ndo houver ciclo (¢ d...) em I', tal que (a,b) e (¢,d) cruzam-se; e
nao existe e € Supp(e), tal que (a, b, e) seja uma tripla orientada. Se I' é uma configuragao
que nao contém portas abertas, entdo é uma configuracio completa. Observe que o par
intercalante nao-orientado nao possui portas abertas e, portanto, é uma configuracao

completa. O par cruzante nao-orientado, por sua vez, tem duas portas abertas.

3.2.2 Sequéncias de 3-ciclos aplicaveis

Denotamos por (x,y)-sequéncia, para x > y, uma sequéncia de x 3-ciclos aplicaveis 11,
..., Tz, tal que, pelo menos y deles sdo 2-movimentos. Diz-se que uma sequéncia (z,y) é

uma $-sequéncia se r < ae £ < %,
b Yy b

Exemplo 28. Seja 7 = (04 83726 159 14 13 12 11 10), portanto 7! =

(0 11 13)(1 7 4)(2 8 5)(3 9 6)(10 12 14). A sequéncia 1y = (1 4 7), o = (2 8 5),

3= (147), 7 = (396)¢éuma (4,3)-sequéncia que, por sua vez, também é uma
11

sequéncia = .

Dizemos que uma configuracao I'" permite a aplicagao de uma j-sequéncia, se for

possivel escrever esta sequéncia usando os simbolos de Supp(T").

3.3 Novo limite superior

3.3.1 Resultados auxiliares

Nesta secao, serao mostrados resultados que irao auxiliar a demonstracdo de um novo

limite superior para o SBT, na Secao 3.3.2.

20



1

Corolario 29. Se ezistir um 3-ciclo orientado v = (a b ¢) em 17w~", entdo (a b c) é um

2-movimento.

1

Proposicao 30. Se existe um ciclo de comprimento par em itm~ ", entao existe um 2-

movimento.

Demonstracio. Como !

é uma permutacao par (Proposi¢ao 20), entao existe um ni-
mero par de ciclos de comprimento par em 77 '. Sejam v = (ab...)ed = (cd...) dois

ciclos de comprimento par de 77~1. Temos dois casos:

1. v e § cruzam-se. Neste caso, temos que 7' = (a...d...b...c...). Entao (abc) é

um 2-movimento.

2. 7 e d ndo se cruzam. Sem perda de generalidade, suponha que 77! = (a...b...c...

d...). Neste caso, (a ¢ b) ¢ um 2-movimento.
[l

Lema 31. Se existe um 5-ciclo v = (a d b e ¢) em 17!, tal que (a,b,c) é uma tripla

orientada, entdo existe um 2-movimento ou uma (3,2)-sequéncia.

Demonstragcdo. As possiveis formas distintas de 7 em relacdo as posi¢oes dos simbolos

de Supp(y) estao listadas abaixo. Para cada uma, hd um 2-movimento ou uma (3,2)-

sequeéncia.
lLL.7=(a...b...c...d...e...). m=(abc), = (becd), 3= (cde).
2.7=(a...b...c...e...d...). ;= (bed).
3.m=(a...b...e...c...d...). m=(aec).
4. 7=(a...e...b...d...c...). = (adc).
5. t=(a...b...e...d...c...). m=(adc)
6. T=(a...d...b...e...c...). m=(adb).

]

Observe que, pelo Lema 31, se v = (a d b e ¢) é um 5-ciclo orientado em 77! tal que
(a,b,c) é uma tripla orientada, entdo 7 = (a...b...c...d...e...) é a unica forma de 7,
relativamente as posigoes dos simbolos de Supp(7), para a qual ndo hd um 2-movimento.

Neste caso, chamamos v de 5-ciclo orientado ruim.

Lema 32. Se hd um k-ciclo v = (a...b...c...) de comprimento impar em 7!, tal
que K > T e (a,b,c) é uma tripla orientada, entao existe um 2-movimento ou uma (4, 3)-

sequéncia.
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Demonstragio. Se (a b ¢) for um 2-movimento, entao o lema vale. Existe apenas um caso
em que (a b ¢) nao seria um 2-movimento. Sem perda de generalidade, suponha que este

caso seja
=(de...b| f...clg...al).
" —_— ——
Impar par par
Barras verticais sdo usadas para indicar os locais onde 7 seria “quebrado” se (a b ¢) fosse
aplicado em 7 e subscritos para indicar a paridade do comprimento dos ciclos resultantes.

Porém, observe que o ciclo v pode ser reescrito como o produto

Hs)le)adeb feg)

impar impar impar

Existe apenas uma forma de 7, relativamente aos simbolos do suporte de (a d e b f ¢ g),
que ndo permite a aplicagdo de um 2-movimento, que é 7 = (a...e...f...g...d...b...
c...). Paraeste m, m = (ae f), m=(de f), 3= (bfd), = (acg)éuma

4. 3)-sequéncia de transposicoes. OJ
(4, q posi

Lema 33. Se tm~! # 1, existe um 2-movimento ou uma (3, 2)-sequéncia.

1

Demonstragdo. Se houver um ciclo de comprimento par em 7", entdo pela Proposi-

1

¢ao 30, existe um 2-movimento. Assim, assumimos que :7* contenha apenas ciclos de

comprimento impar.

1. Existe um k-ciclo orientado v em 7!

Se k = 3, entdo o Corolario 29 da um
2-movimento e o lema vale. Se kK = 5, entdo o Lema 31 d4 um 2-movimento ou
é o b-ciclo orientado ruim. No ltimo caso, existe uma (3, 2)-sequéncia. Por outro
lado, se k > 7, entdo um 2-movimento ou uma (4, 3)-sequéncia, que contém uma

(3, 2)-sequéncia, é dada pelo Lema 32.

1

2. Todos os ciclos de 7~ sdo nao orientados. Seja 7 = (a b ¢) um segmento de um

ciclo de t7~!. Temos dois casos:

(a) ~ intercala-se com um outro segmento 0 = (d e f). Neste caso, temos que
T=1(a...f...c...e...b...d...). Entdo, m = (a ¢ b), m = (d e f) e
73 = (a ¢ b) é uma (3, 2)-sequéncia.

(b) « cruza com dois segmentos 6 = (d e f) e ¢ = (g h i). Para cada uma das 15
formas distintas de 7 (enumeradas em [32]), relativamente as posi¢oes possiveis

dos simbolos de 7, § e €, existe uma (3, 2)-sequéncia.
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3.3.2 Analise das configuracgoes

As provas de alguns dos resultados desta secao dependem da analise de um grande niimero
de casos. Como ¢ inviavel enumerar e verificar manualmente todos os casos, implemen-
tamos, como Elias e Hartman [10], alguns programas de computador [33] para gerar
sistematicamente as provas. Para facilitar a visualizacdo e compreensao geral, as provas
estdo publicamente disponiveis na forma de uma interface web amigével [32].

! consistindo apenas de ciclos ndo orientados de qual-

Neste ponto, consideramos 7~
quer comprimento impar, ou 5-ciclos orientados ruins. Para os outros casos, Corolario 29,
Proposigao 30 e Lema 32 dao um 2-movimento ou uma (4, 3)-sequéncia.

Nosso objetivo é provar que, se |[z77t||3 > 8, entao existe uma %—sequéncia de trans-
posi¢oes. Tal qual em Elias e Hartman [10], a andlise é dividida em duas partes. Na
primeira parte, analisamos as configuragoes obtidas a partir das configuracdes basicas

1

(definidas abaixo), por extensdo. Na segunda parte, analisamos (7~ composto apenas

~ . . ~ 11 A .
por componentes pequenos que nao permitem a aplicacao de -sequéncias.

Extensao de configuracgoes basicas

A anélise comega com o 5-ciclo orientado ruim e as duas tnicas configuragoes conectadas
de 3-norma igual a 2: o par cruzante nao-orientado; e o par intercalante nao-orientado. A
partir dessas trés configuracoes bdsicas, é possivel construir qualquer outra configuracao
conectada de 777! por extensoes sucessivas. De uma configuracio I', podemos obter uma
configuragao maior I", tal que ||I||3 = ||T'||3 + 1, estendendo I" por meio de trés extensoes

suficientes diferentes, definidas abaixo.

1. Se I' tiver portas abertas, podemos adicionar um novo segmento nao-orientado de

comprimento 3 a I', fechando pelo menos uma porta aberta.

2. Se I' nao tiver portas abertas, podemos adicionar um novo segmento nao-orientado

de comprimento 3 a I', de modo que este segmento cruze ou intercale outro em I'.

3. Seja vy um segmento em I'. Podemos aumentar o comprimento de v em 2, originando
um 5-ciclo orientado ruim; ou um segmento nao-orientado mais longo, de modo que
pelo menos uma porta aberta seja fechada, se I' tiver portas abertas; ou criando até

duas portas abertas, caso contrario.

Exemplo 34. Podemos estender a configuracao I' de Exemplo 26 usando a extensao 1,
gerando T = (1 8 10)(5 7 12)(9 11 13). Entao, com a extensio 2, obtemos I'" =
(1 8 10)(2 4 6)(5 7 12)(9 11 13). Finalmente, com a extensao 3, obtemos I =
(035712)(1810)(246)(9 11 13).
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Uma configuracao suficiente € uma configuracao obtida estendendo-se sucessivamente
uma das configuragoes basicas referidas acima. A andlise computadorizada prova o se-

guinte resultado.

Lema 35. Se for possivel construir uma configuracio suficiente I' de i7x~! tal que ' seja

1

grande, entdo I' permite uma <

sequéncia.

Observe que nossa definigao de extensao de configuragoes é semelhante a desenvolvida
por Elias e Hartman [10]. No entanto, Elias e Hartman [10] s6 lidaram com extensoes de
configuragoes consistindo de 3-ciclos nao-orientados, enquanto que nossa defini¢do permite
a extensao e geragao de configuragoes contendo segmentos longos.

O Lema 35 poderia ser provado gerando todas as possiveis configuracoes grandes de
3-norma igual a 9, estendendo as trés configuracoes bésicas, e entao, para cada uma,
procurar por um %—sequéncia. No entanto, isso consumiria muito tempo. Em vez disso,

nosso programa de computador [33] emprega uma abordagem de busca em profundidade,
11

g
para uma configuragao suficiente, entdo nao a estendemos mais (Algoritmo 2). O Algo-

na qual, a partir das configuragoes basicas, se conseguirmos encontrar uma =-sequéncia

ritmo 2 (cuja implementagao encontra-se em [33]), aplicado a cada uma das configuragoes

basicas, produz 348.318 arquivos HTML, que juntos, sao a prova do Lema 35. O Al-

goritmo 3 pode ser utilizado para verificar que os 348.318 referidos acima compreendem

a totalidade dos casos que deveriam ser analisados, i.e., que nenhum caso escapou da
11

andlise, e que todas as -sequéncias encontradas estdao corretas.

Algoritmo 2 Extensao de uma configuragao basica

1: procedimento ORDENEOUESTENDACB(T) > I' é uma configuracao bésica
2: se I' permite uma %—sequéncia entao

3: renderize a 1fsl—sequéncia em um arquivo HTML

4: senao

5: para cada extensao suficiente IV do tipo 1 de I" faga
6: ORDENEOUESTENDACB(I)

7 fim para

8: para cada extensao suficiente I' do tipo 2 de T" faga
9: ORDENEOUESTENDACB(I')
10: fim para
11: para cada extensao suficiente I do tipo 3 de I faga
12: ORDENEOUESTENDACB(I'")
13: fim para
14: fim se

15: fim procedimento

s1e ~ ~ . 11 A .
Analise de configuragdes completas pequenas que nao permitem 7 -sequéncias

Para concluir a analise, agora tratamos das configuragoes completas pequenas para as

quais o programa [33] ndo encontrou 1?‘1—sequéncias, e que podem ocorrer como compo-
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Algoritmo 3 Verificagdo das extensoes das configuracoes basicas

1: procedimento VERIFIQUECB(I") > I' é uma configuracio basica

se existe um arquivo contendo uma %—sequéncia aplicavel a I' entao

[\]

3 se a %—sequéncia esté correta entao

4 retorne

5 senao

6: retorne um erro

7 fim se

8 senao se nao existe um arquivo listando todas as extensoes possiveis de I' entao
9: retorne um erro
10: fim se
11: para cada extensdo suficiente IV do tipo 1 de I" faga
12: VERIFIQUECB(I)
13: fim para
14: para cada extensao suficiente I’ do tipo 2 de T" faga
15: VERIFIQUECB(I)
16: fim para
17: para cada extensao suficiente I do tipo 3 de T" faga
18: VERIFIQUECB(I'"")

19: fim para
20: fim procedimento

—_1 ~ . 11 A . ~
nentes pequenos em (7w~ . Componentes pequenos que nao permitem 3 -sequencias sao

chamados de componentes pequenos ruins.
Lema 36. Os componentes pequenos ruins sao os sequintes:

1. o 5-ciclo orientado ruim (Figura 3.5);

2. o par intercalante nao-orientado (Figura 3.6);

3. 0s colares ndo-orientados de tamanho 4, 5 e 6 (Figuras 3.7, 3.8 € 3.9); e

4. o colar torcido de tamanho 4 (Figura 3.10).

Para ilustrar configuragdes e componentes nas préximas figuras, é mais intuitivo colorir
os ciclos com cores diferentes, para facilitar a visualizagao de cruzamentos e intercalacoes,

e re-rotular as arestas pretas (as horizontais), de forma que, para a aresta preta i, 1 <

t <n+1, 0onovo rétulo é ¢ — 1.

0 1 2 3 4

Figura 3.5: O 5-ciclo orientado ruim.

Com excec¢ao do 5-ciclo orientado ruim, os componentes pequenos ruins listados acima
sdo os mesmos encontrados por Elias e Hartman [10], apesar da geragio de configuracgoes
contendo segmentos longos em nossa anélise.

Com a ajuda do programa de computador [33], provamos o seguinte resultado:
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0 1 2 3 4 5

Figura 3.6: O par intercalante nao-orientado.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 3.7: O colar nao-orientado de tamanho 4.

1

Lema 37. Se existir uma configuracdo A de tm™" consistindo apenas de componentes

11

pequenos ruins, tal que ||Al|s > 8, entdo A permite um 3 -sequéncia.

Para provar o Lema 37, a partir de cada um dos componentes ruins listados acima, nos
os estendemos sucessivamente adicionando outro componente pequeno ruim a configura-
¢ao, até encontrar uma 1gl—sequéncia (Algoritmo 4). Acontece que nenhuma combinagao
de componentes pequenos ruins com 3-norma maior que 7 foi estendida durante a analise.

O Algoritmo 4 (cuja implementacgao encontra-se em [33]), aplicado a cada um dos
componentes pequenos ruins, produz 778 arquivos HTML, que juntos, sdao a prova do

Lema 37. De forma similar, o Algoritmo 5 pode ser utilizado para verificar que nao existe

11

nenhum caso que nao tenha sido analisado e que todas as <

sequéncias encontradas estao

corretas.

Algoritmo 4 Extensdao de um componente pequeno ruim

: procedimento ORDENEOUESTENDACPR(T") > I" é um componente pequeno ruim

se I' permite uma il-sequéncia entao

1

2 8

3: renderize a 1ﬁgl—sequéncia em um arquivo HTML

4: senao

5t para cada componente pequeno ruim A existente faga

6 para cada simbolo s de 7 faga

7 crie IV adicionando A a I' de forma que os simbolos de A, em 7, venham antes s e

nenhum ciclo de A cruza ou intercala com nenhum outro ciclo de I

8: ORDENEOUESTENDACPR(IV)
9: fim para

10: fim para

11: fim se

12: fim procedimento

Os resultados apresentados acima permitem provar o corolario abaixo. Ele segue da

Proposicao 30; parte 1 do Lema 33, o qual implica que se tivermos um ciclo orientado de
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Figura 3.8: O colar nao-orientado de tamanho 5.

N
9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Figura 3.9: O colar nao-orientado de tamanho 6.

Algoritmo 5 Verificacao das extensoes de um componente pequeno ruim

1: procedimento VERIFIQUECPR(T") > I' é uma configuracao bésica
2: se existe um arquivo contendo uma %—sequéncia aplicavel a I' entao

3: se se a %—sequéncia esté correta entao

4: retorne

5: senao

6: lance um erro

T fim se

8: senao se nao existe um arquivo listando todas as extensoes possiveis de I' entao

9: lance um erro
10: fim se
11: para cada componente pequeno ruim A existente faga
12: para cada simbolo s de 7 faga
13: crie IV adicionando A a I' de forma que os simbolos de A, em 7, venham antes s e nenhum

ciclo de A cruza ou intercala com nenhum outro ciclo de T’

14: VERIFIQUECPR(I)
15: fim para

16: fim para
17: fim procedimento

comprimento impar em 7!, entdo temos um 2-movimento, uma (4, 3)-sequéncia, ou este

ciclo é o 5-ciclo orientado ruim; e Lemas 35 e 37.

Corolario 38. Se |[in || > 8, entdo existe uma < -sequéncia.

Por outro lado, se ||[z77!||3 < 8, garantimos apenas a existéncia de %—sequéncias. Na

proxima se¢ao, mostramos que mesmo nesse cenario, a razao de aproximagao obtida pelo
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 3.10: O colar torcido de tamanho 4.

nosso algoritmo ¢ no maximo 1.375.

Por fim, os tltimos resultados provam o seguinte limite superior para o SBT:

Teorema 39.

d() < 11{””?”1 N {3(|Iﬁr*1||23 mod )

n+1-— cofmpar(ﬁr’l)J . {3((71 +1- cofmpar(ﬁr’l)) mod 16)J
16 4 ’

gn{

Como fmpar (7 1) = Ctmpar (), 0 Tesultado acima pode ser reformulado substituindo
T e coimpar(l%*l), POT T € Cimpar (), Tespectivamente. Assim, derivamos o seguinte limite

superior para SBT, dependendo apenas de n € Cippar (7).

Teorema 40.

n+ 1 = Cimpar(7) |+ P((n + 1 — Cimpar (7)) mod 16) |

d(m) < 11{ 16 4

O novo limite superior acima melhora o limite superior para a distancia de transposicao
encontrado por Bafna e Pevzner [9] em 1998, vélido para todo o S,, com base em seu
algoritmo 1.5-aproximativo [27]. Este limite permite obter o seguinte limite superior no

didmetro de transposi¢ao (TD):

Corolario 41. TD(n) < 11 L%J + L?Mnfdlﬁ)J‘

O limite superior para o didmetro de transposicao acima, embora mais “justo”, para

n > 16, do que o encontrado por Bafna e Pevzner [9] de ﬁnJ, nao é mais “justo” do que

2n—2
3

o encontrado por Erikson e outros [15] de { J, para n > 9.

3.4 Novo algoritmo 1.375-aproximativo

Nesta secao, apresentamos um novo algoritmo 1.375-aproximativo de para o SBT (Algo-
ritmo 6). Para uma permutagao m € S,,, o algoritmo retorna uma distancia aproximada
entre T e I ou, equivalentemente, entre m e t. Intuitivamente, enquanto |[z7 (|3 > 8,
ele aplica repetidamente %—sequéncias de transposi¢des em 7. Quando |[z7m 7|3 < 8, o

. . ~ 3 A
algoritmo garante apenas a aplicacao de 5-sequéncias.
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Algoritmo 6 Um novo algoritmo 1.375-aproximativo

39:
40:
41:

42:
43:
44:

45

d<+< 0

fim se

seja A o produto de ciclos marcados de 17w~
se ||Al|3 > 8 entao

: fungao SBT1375(7)

se existe uma (2, 2)-sequéncia entao
aplique uma (2, 2)-sequéncia
d«—d+2

enquanto existe um ciclo de comprimento par em 7! faca
aplique um 2-movimento > Proposicao 30
d+—d+1
fim enquanto
Seja © o produto de ciclos ndo marcados de 17~
enquanto © # ¢ faga
se existe um ciclo orientado em © que permite um 2-movimento entao

1

aplique um 2-movimento
d+—d+1

senao se existe um k-ciclo de comprimento impar em © tal que x > 7 entao

aplique uma (4, 3)-sequéncia > Lema 32
d+—d+4

senao

pegue um segmento v de comprimento 3 de um ciclo de ©

'~

tente estender I' oito vezes

se I' é grande entao
aplique uma %—sequéncia de x 3-ciclos > Lema 35
d<—d+z

senao se I' permite uma %—sequéncia of = 3-ciclos entao

aplique uma %—sequéncia de = 3-ciclos
d<—d+z
senao
marque os ciclos de I’ > T' é uma componente pequeno ruim de 7!
fim se
fim se

1

desmarque os ciclos de A
aplique uma %—sequéncia de x 3-ciclos > Lema 37
d<—d+zx

fim se
fim enquanto
enquanto 7! # 7 faca

3_

aplique uma 3-sequéncia com x 3-ciclos > Lema 33 (pode ser um 2-movimento, ou seja, uma

(1,1)-sequéncia, ou uma (3, 2)-sequéncia)

d<—d+z
fim enquanto
retorne d

: fim funcao

Para alcangar a razao de aproximagao pretendida de 1.375, mesmo quando |[z7 7|3 <

8, o algoritmo deve buscar uma (2,2)-sequéncia em seu primeiro passo. Para identificar

tal sequéncia, utiliza-se uma abordagem “olhar-a-frente”, ou seja, o algoritmo verifica a

existéncia um segundo 2-movimento, apés aplicar um primeiro 2-movimento, gerado a
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partir de um ciclo orientado ou de dois ciclos de comprimento par de 77 1.

Teorema 42. A complezidade de tempo do Algoritmo 6 é O(n®).

Demonstragio. A complexidade de tempo de O(n®) é determinada pela busca de uma
(2,2)-sequéncia. Para ndo perder um 2-movimento, todos as triplas de simbolos de um
ciclo orientado devem ser verificados para detectar uma tripla orientada levando a um
2-movimento, que exige tempo O(n?). Encontrar um 2-movimento combinando trés sim-
bolos de dois ciclos de 7! de comprimento par requer O(n?). Assim, buscar uma (2, 2)-
sequéncia com a técnica de “olhar-a-frente”, para verificar se ha um 2-movimento extra,
precisa de tempo O(nf).

O maior laco do algoritmo (linha 12) precisa de tempo O(n?), enquanto o dltimo lago
é O(n). O

Teorema 43. O Algoritmo 6 é um algoritmo 1.375-aproximativo para o SBT.

Demonstragcao. E importante ressaltar que esta prova segue uma abordagem muito seme-

lhante a utilizada por Elias e Hartman [10]. Seja f(x) = 11 {QSSJ + {WJ . Dependendo

da condigao testada na linha 3, existem dois casos.

1. Existe uma (2, 2)-sequéncia. O Lema 22 afirma que nao é possivel ordenar 7 usando

uma sequéncia com menos de |[z7 7|3 2-moves. Seja m = ||i7 ||z — 2 a 3-norma de

(! ap6s a aplicagdo de uma (2, 2)-sequéncia. O Algoritmo 6 ordena 7 usando no

maximo f(m) + 2 transposigoes, dando uma razao de aproximagao de no maximo

f(m)+2
m—+2

m=8+rel>0.

Na Tabela 3.1, podemos ver que % < L para todo 0 < r < 7, onde

2. Nao hé (2,2)-sequéncia. Se ||z !||3 = 1, entao existe apenas um ciclo 3 orientado
em 77 . Neste caso, h4 um 2-movimento e o teorema vale. Caso contrario, podemos

aumentar o limite inferior do Lema 22 em 1, visto que pelo menos um 0-movimento

é necessério para ordenar 7. Seja m = ||t !||3. A razdo de aproximacao dada por
: 2 - f(m) A fm) ~ 11
Algoritmo 6 é no mdximo < “==. A tabela 3.1 também mostra que, "= < &, para

todo 0 <r<7,ondem=8l+rel>0.
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Tabela 3.1: Para todo 0 <r <7, onde m =8l +1r el >0, arazao de aproximacao dada

pelo Algoritmo 6 é no maximo % =1,375.
r 0 1 2 3 4 5 6 7
fm)+2 | 1142 11+4 1145 1146 1148 1149  1L+11  11I+12
m+2 8142 8143 8l+4 81+5 81+6 8I+7 8148 81+9
f(m) 111 110+2  11+3  11+4  11+6  111+7 111+9 111410
m+1 8l+1 8142 81+3 81+4 81+5 81+6 81+7 81+8
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Capitulo 4
Resultados experimentais

Neste capitulo, serdo apresentados, na Se¢ao 4.1, resultados experimentais obtidos para
todas as permutacgoes de comprimento n, 2 < n < 12, de implementacoes do Algoritmo
EH e do Algoritmo 6. O desempenho de ambos os algoritmos, relativamente a porcenta-
gem de distancias computadas que sao iguais a distancia de transposicao, sera comparado
com outros disponiveis na literatura. Na Secao 4.2, serao apresentados resultados experi-
mentais envolvendo a ordenacao de permutagoes longas de comprimento variando entre 20
e 500. Os resultados sao comparados com experimentos semelhantes realizados em outros
estudos. Finalmente, na Secao 4.3, serao mostrados outras duas falhas encontradas no
Algoritmo EH, descobertas durante a sua implementagao: um afetando ambas as versoes

publicadas [10, 28] e outro afetando apenas a versao publicada em [28].

4.1 Resultados obtidos para permutacoes curtas de

comprimento n, 2 <n < 12

As implementacoes do Algoritmo 6 e do Algoritmo EH foram testadas usando o Rear-
rangement Distance Database, fornecido pela ferramenta GRAAu [34]. Calculamos todas
as distancias aproximadas de transposicao usando ambos os algoritmos para todas as
permutacoes de comprimento n, 2 < n < 12.

Conforme apresentado pela Tabela 4.1, a razao de aproximagcao obtida pelo Algoritmo
EH excede 1.375. Por outro lado, o Algoritmo 6 ndo excede a razao de 1.333. No entanto,
presumimos que aproximacoes de 1.375 podem aparecer para permutacoes em S, n > 16,
pois para existir uma (11, 8)-sequéncia, Supp(z7~1) tem que ter pelo menos 17 simbolos.

Também comparamos a porcentagem de distancias aproximadas calculadas que sao
iguais a distancia de transposicao, computadas pelo Algoritmo 6 e o Algoritmo EH, com

outras disponiveis na literatura (Tabela 4.2). Em particular, adicionamos a comparagao
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um algoritmo com uma razao de aproximagao superior a 1.5, mas com bons resultados [3];
um 1.5-aproximativo usando uma abordagem algébrica similar [2]; e outro algoritmo 1.375-

aproximativo, que utiliza uma estratégia semelhante a do Algoritmo EH.

Tabela 4.2: Comparacao das porcentagens de distdncias computadas que sao iguais a
distdncia de transposicdo, dadas por diferentes algoritmos (WDM [1], M [2], BPwh [3] e
DD [4]), em comparacao com o Algoritmo EH e o Algoritmo 6. Os valores decimais estao
truncados em 2 casas.

WDM M BPwh | DD EH Alg6

- 100.00 | 100.00 - 100.00 | 100.00

- 100.00 | 100.00 - 100.00 | 100.00
- 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00

- 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
99.17 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 99.86 | 100.00
100.00 | 100.00 | 100.00 | 94.90 | 95.47
97.11 | 99.69 | 99.91 | 100.00 | 91.64 | 92.65
96.05 | 99.17 | 99.72 | 99.99 | 86.62 | 88.54
94.12 | 98.09 - 99.97 | 83.80 | 86.53
92.81 | 96.90 - - 79.40 | 82.98
- - 76.67 | 80.91

—_ =
CE 0o o b wios
©
o
wt
Go

—_
(]
1
1

Conforme mostrado na Tabela 4.2, em relacao a porcentagem de distancias computa-
das que sao iguais a distancia de transposicao, o melhor algoritmo parece ser o algoritmo
de Dias e Dias [4], embora ndo se tenha resultados para n > 10. E importante ressaltar
que este algoritmo emprega diversas heuristicas, algumas introduzidas em um trabalho an-
terior [35], para melhorar o desempenho do Algoritmo EH. Em principio, um subconjunto
das heuristicas empregadas de forma gulosa pelo algoritmo de Dias e Dias [4] garantiriam
uma (2,2)-sequéncia inicial, caso existisse. Entretanto, em simulagoes feitas com este
algoritmo, observou-se que ele nao considera todos os casos possiveis e, eventualmente,
perde uma (2,2)-sequéncia inicialmente existente. Uma outra heuristica empregada por
esse algoritmo consiste na busca por um segundo 2-movimento usando uma técnica similar
de “olhar-a-frente” (lookahead). Entretanto, a aplicacdo desta heuristica é opcional® e,

quando aplicada, faz a complexidade de tempo do algoritmo subir de O(n*) para O(n").

!Para garantir a razio de aproximacdo 1.375, a aplicacio da heuristica de lookahead deveria ser
incondicionalmente o primeiro passo do algoritmo, visto que a aplicagdo das outras heuristicas podem
conduzir & perda de uma eventual (2, 2)-sequéncia inicialmente existente.
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4.2 Resultados obtidos para permutacoes longas de

comprimento maximo 500

Nesta secao, mostramos o desempenho de ambos Algoritmo 6 e Algoritmo EH para per-
mutacoes longas de comprimento maximo 500. Para isso, criamos um conjunto de dados
de permutacoes longas com comprimentos variando entre 20 e 500, com incrementos de
10. Para cada um dos 49 conjuntos, 1000 instancias foram geradas aleatoriamente, usando
o algoritmo Fisher-Yates? [36]. A Figura 4.1 mostra as razoes de aproximagio maxima e
média obtidas. Deve-se notar que as razoes de aproximacgao foram calculadas em relacao
ao limite inferior dado pelo Teorema 3, uma vez que ¢é impraticavel calcular a distancia
exata de permutacoes tao longas. Um experimento semelhante foi realizado por Dias e
Dias [35], mas em seu experimento, eles trabalharam com conjuntos menores, também
variando de 20 a 500, com incrementos de 10, mas contendo apenas 100 de instancias de
cada comprimento. Ao comparar os resultados, podemos concluir que o Algoritmo 6 e o
de Dias e Dias [35] alcangam resultados semelhantes. Dias e Dias [4] também realizaram
experimentos com permutagoes longas, mas com comprimentos variando apenas de 10 a
100, com incrementos de 10, onde cada conjunto continha 100 de instancias e coletaram
os tempos de execucdao. Ao comparar os resultados apresentados em seu artigo, podemos

concluir que o Algoritmo 6 tem um desempenho superior.

—— max. Algoritmo 6
L3 —— média Algoritmo 6
max. Algoritmo EH
1.25 |t média Algoritmo EH
1.2
1.15
1.1
1.05
\\/\k,
T —— W )
e T T——
0000000000000 D
NI ODRONTONOATONONTORONTODND
HreEAE A A AANANANANNOMNNN 0

Figura 4.1: Razdes de aproximacao média e méxima obtidas para cada comprimento em
nosso conjunto de permutagoes longas.

2Este algoritmo produz permutacdes aleatérias de forma imparcial, i.e., cada permutacéo é igualmente
provavel de ser gerada.
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A Figura 4.2 mostra quanto tempo (em minutos) cada algoritmo (Algoritmo 6 e Al-
goritmo EH) levou para ordenar todas as 1000 instdncias de cada um dos 49 conjuntos.
Os resultados apresentados nessa esta figura mostram que, apesar de possuir uma com-
plexidade de pior caso alta (que acontece quando 77 ~!, ou equivalentemente, G(7), tem
apenas um tunico ciclo orientado) o Algoritmo 6 tem bom desempenho na pratica, até

mesmo superando o Algoritmo EH neste experimento.

26 |-
24 || — Algoritmo 6
—— Algoritmo EH

22 -
20
18
16
14
12
10

O N B~ O

Figura 4.2: Tempo em minutos que cada algoritmo levou para ordenar todas as 1000
instancias de cada comprimento de nosso conjunto de permutagoes longas.

O conjunto de permutagoes longas usado nos experimentos, as estatisticas computadas,
bem como os c6digos fontes de ambas implementagoes, do Algoritmo 6 e do Algoritmo EH,
estao disponiveis em [33]. Todos os experimentos foram executados em um computador

equipado com processador Intel Core™ i7-8665U, com 8 cores logicos e 48GB de RAM.

4.3 Outras falhas encontradas durante a implemen-

tacao do Algoritmo EH

Deve-se notar que Elias e Hartman [10] ndo forneceram uma implementacao publicamente
disponivel de seu algoritmo, que poderiamos usar como implementacao de referéncia. Até
onde sabemos, a Unica implementacao do Algoritmo EH relatada na literatura, sem o
uso de heuristicas, é a de Dias e Dias [35]. Embora disponivel publicamente, o algoritmo
de Dias e Dias [35] ndo se assemelha ao algoritmo originalmente proposto por Elias e
Hartman [10], pois este fia-se em um conjunto com alguns milhoes de casos, enquanto

que o conjunto de casos gerados no ambito de Elias e Hartman [10] consiste em apenas
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~ 80.000 casos. Além disso, o algoritmo apresenta baixo desempenho. Isso nos levou a
implementar o Algoritmo EH de raiz.

E de se destacar que nossa implementaciao do Algoritmo EH estd mais préxima da ver-
sao® apresentada anteriormente no WABI em 2005 [28], pois encontramos uma falha no
algoritmo descrito em [10] (os algoritmos sao apresentados de forma diferente em ambas
as versoes do trabalho). A falha tem a ver com a aplicacdo de G-sequéncias quando G(7)
contém apenas componentes pequenos ruins. Conforme apresentado em [10], uma vez que
todos os componentes pequenos ruins sao identificados, o algoritmo entra em um laco e
aplica continuamente %—sequéneias (dadas por seu Lema 17 [10]), até que o ntimero de
ciclos em G(7) seja menor que 8. No entanto, encontramos casos em que a aplicacao de
1gl—sequéncias dadas pelo seu Lema 17 [10] pode criar componentes pequenos em G(7) que
nao sao ruins, o que pode eventualmente impedir a aplicacdo do lema nas préximas ite-
racoes. Um desses casos é quando temos uma permutagao que consiste em varios colares
nao-orientados de comprimento 6 [10], lado a lado. Como ilustragao, considere a permu-
tagdo # =[171632165498 71211 10 15 14 13 18 35 34 21 20 19 24 23 22 27 26 25 30
29 28 33 32 31}, cujo G(7) (Figura 4.3) consiste precisamente de dois colares nao-
orientados de comprimento 6, lado a lado. Como a soma de 3-ciclos é 12, o Lema 17 [10]
nos garante a existéncia de uma 1gl—sequénciau. A (11, 8)-sequéncia dada por Elias e Hart-
man [10] para esta permutacgao é 7 = 7(19,21,23), 7 = 7(8,25,29), 73 = 7(21, 31, 35),
T4 = 7(24,30,36), 75 = 7(9,26,34), 76 = 7(16, 33, 35), 77 = 7(11, 21, 32), 75 = 7(4, 12, 31),
9 = 7(9,17,33), 110 = 7(2, 10, 28), 711 = 7(1,8,21). Apds a aplicacao desta sequéncia, te-
mos que 7 = [1652324252627281110151617181920212223498712131429
30 31 32 33 34 35]. Observe que agora G(7) (Figura 4.4) contém um componente pequeno
de quatro 3-ciclos nao orientados, que apesar de pequeno, nao é ruim.

Para evitar o problema descrito acima, em nossa implementacao do Algoritmo EH,
fizemos uma alteracdo, na qual aplicamos uma %—Sequéncia tao logo a soma do nimero
de 3-ciclos dos componentes pequenos ruins, assim que sao identificados no lago principal,
¢ maior que 7, mas dentro do proprio lago (linha 5 do algoritmo descrito em [10]), em
oposigao a sua posi¢do dentro de um lago préprio (linha 6 [10]). Uma solugdo semelhante
¢ empregada no Algoritmo 6 (linha 34).

Encontramos outra falha no tltimo lago de ambas as versoes do Algoritmo EH [10, 28].
Nem sempre é possivel aplicar uma (3, 2)-sequéncia naquele ponto. Eventualmente, pode
existir apenas um 2-movimento, como o préprio Lema 7 [10] afirma. Tomemos, por
exemplo, a permutacdo 7 = [14 13 3 2 1 6 54 9 8 7 12 11 10] cujo G(7) (Fi-
gura 4.5) consiste em um colar nao orientado de comprimento 5. Observe que nao

ha %—sequéneia para aplicar em 7. No ultimo lago [10, 28], Elias e Hartman aplicam

1

3Uma vez que esta versdo utiliza um tinico laco para aplicar 3

sequéncias.
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duas (3,2)-sequéncias: 7, = 7(1,10,14), o = 7(4,6,15), 73 = 7(3,5,14), e a seguir
n =17(4,8,9), » =71(2,5,8), 73 = 7(1,3,6). Apds aplicar essas duas sequéncias, temos
7=[167823459101112 13 14] cujo G(7) (Figura 4.6) contém apenas um 3-ciclo
orientado, impossibilitando a aplicacgdo de mais uma (3,2)-sequéncia. Nesse caso parti-
cular, o 2-movimento 7(2,5,9) conclui a ordenagdo de 7. Nossa implementagao [33] do
Algoritmo EH inclui uma “corre¢ao” para esta falha, aplicando um (3, 2)-sequéncia ou

um 2-movimento, dependendo do caso.

0 -14+14-13+13 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -6 +6 -5 +5 -4 +4 -9 +9 -8 +8 -7 +7 -12+12-11+11-10+10-15

Figura 4.5: G([14133216 54987 12 11 10)).

0 -1 +1 -6 +6 -7 +7 -8 +8 -2 +2 -3 +3 -4 +4 -5 +5 -9 +9 -10+10-11+11-12+12-13+13-14+14-15

Figura 4.6: G([1678234591011 12 13 14)).

40



Capitulo 5

Avancos em direcao a uma razao de

aproximacao inferior a 1.375

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos de uma investigacao com o ob-
jetivo de desenvolver uma solucao aproximada para o SBT, com razao de aproximacao
inferior a 1.375. A principio, visamos a razao 1.333. Essa investigacdo baseou-se na
generalizacdo do método apresentado na Secao 3.3.2, que originalmente procurava por
%—sequén(:iaus7 método este delineado no inicio da Secao 5.1. Nessa mesma se¢do, mos-
tramos os resultados obtidos da busca por sequéncias de transposi¢ao provendo razao de
aproximacao 1.333, onde apenas nio encontramos tais sequéncias para 11 combinacdes
problematicas de componentes pequenos ruins, que podem ser visualizados no Anexo I.
Na Se¢do 5.2, apresentamos os detalhes de uma busca por uma (19, 14)-sequéncia, para
uma possivel extensao de uma das combinagoes problematicas, usando uma abordagem
de computacao distribuida que, em tese, podera ser utilizada na busca por sequéncias
mais longas. A busca por uma (19, 14)-sequéncia, para a configuragdo em causa, levou 38

dias para ser concluida e a sequéncia procurada nao foi encontrada.

5.1 Busca por sequéncias de transposicao provendo

razao de aproximacao 1.333

O método empregado nesta se¢ao, derivado do método utilizado na Se¢ao 3.3.2, pode ser
dividido em dois passos. O primeiro consiste em estender as configuragoes bésicas até
que se atinjam configuracoes suficientes que permitam a aplicacao de uma sequéncia de
transposicoes provendo razio de aproximacao 1.333. O segundo passo consiste em estender

as combinagoes de componentes pequenos ruins encontrados no passo anterior, até que
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também se atinjam combinagoes permitindo uma sequéncia de transposi¢oes provendo a
mesma razao de aproximacao.

Antes de apresentar os resultados obtidos, é necessario redefinir alguns conceitos, uma

lid fi 0 i 9. Seja I" fi ao de i1

vez que agora lidamos com configuragoes maiores que 9. Seja I' uma configuracao de tm~".

Se ||T'||s < 10, entdao I' é uma configura¢io pequena; caso contrario, uma configura¢do

grande. Componentes pequenos ruins sao componentes pequenos que nao permitem a

. ~ 12 A s
aplicacao de <F-sequéncias.

5.1.1 Extensao de configuracoes basicas

O programa [33] foi adaptado para procurar por sequéncias provendo a razao de apro-
ximacao 1.333 por meio de extensoes suficientes das configuracoes bésicas. Este novo

programa [37] nos permitiu obter o importante resultado a seguir:

Lema 44. Toda configuracio suficiente U de i, tal que T seja grande (ou seja, ||T||3 >

. 12 A
11), permite uma 5 -sequéncia.

Durante a andlise que levou ao Lema 44, dois novos componentes pequenos ruins
surgiram, além dos ja enumerados no Lema 36. Sao eles: o colar nao-orientado de tamanho
8 (Figura 5.1); e o colar ndo-orientado de tamanho 10 (Figura 5.2).

O resultado da anélise de casos que prova o Lema 44 consiste de 484.707 arquivos

HTML e estd disponivel na forma de uma interface web em [38].

5.1.2 Analise das combinacoes de componentes pequenos ruins

Nesta etapa, lidamos com as combinagoes dos componentes pequenos ruins encontrados
na secao anterior. Em suma, o programa [37] encontrou %-sequéncias para todas as
combinagoes geradas de 3-norma maior ou igual a 12, exceto para 11 combinagoes proble-
mdaticas (figuras no Anexo I). Curiosamente, todas as 11 configuragoes problematicas sao
combinagoes do par intercalante nao-orientado (Figura 3.6).

A analise das combinacoes de componentes pequenos ruins feita nesta se¢cdo produziu
60.937 arquivos HTML e também esta disponivel na interface web [38].

Toda a andlise, incluindo a analise das extensoes das configuracoes basicas realizada
na secao anterior, leva cerca de 5 dias para ser executada, usando todos os cores, em
paralelo, de um computador equipado com um processador AMD Ryzen Threadripper
2990WX, com 64 cores logicos e 64GB de RAM.

Todo o cédigo implementado relativo as analises feitas nesta se¢ao e na anterior esta

publicamente disponivel em [37].
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5.2 Busca por uma (19, 14)-sequéncia

Entre as combinagoes problematicas, intuimos que as “mais dificeis de ordenar” sao aque-
las formadas por multiplos pares intercalantes nao-orientados (Figura 3.6) lado a lado,
como a combinagao problemética n° 1 (Figura I.1 do Anexo I). Acreditamos que essas
combinagoes sao as “mais problematicas”, porque sao as que parecem ter o menor poten-
cial de geracao de configuragoes com muitas arestas cinza a se cruzarem durante o processo
de ordenacao, a medida em que os O-movimentos sao aplicados, o que conjecturamos ser
essencial para existéncia posterior de 2-movimentos.

De acordo com o método proposto, como nao existem %—sequéncias a aplicar nas
combinagoes problematicas, o proximo passo consiste em estendé-las. Neste caso, consi-
derando apenas a adi¢ao de um par intercalante nao-orientado, uma possivel extensao da
combinagao n°® 1 é uma outra combinac¢ao consistindo de 42 simbolos, com 7 pares in-
tercalantes nao-orientados lado a lado, cuja 3-norma ¢é igual a 14. Primeiramente, foram
buscadas (4, 3)-, (8,6)-, (12,9)- e (16, 12)-sequéncias’ para essa nova combinagao, porém
nenhuma foi encontrada. Também buscamos por uma (15, 11)-sequéncia, provendo ra-
zdo de aproximacao 1.36, mas outra vez, nao fomos bem sucedidos. Resolvemos, entdo,
experimentar a busca por uma (19, 14)-sequéncia, provendo uma razao de aproximagao
1.3571428. Note que as (19, 14)-sequéncias eram as tnicas sequéncias restantes possiveis
de serem buscadas, provendo uma razao de aproximagao inferior a 1.375. Conjecturamos
que se fossemos bem sucedidos na busca por uma tal sequéncia, entao nao haveria outras
combinagoes problematicas com 3-norma maior ou igual a 14. Isso abriria o caminho para
o desenvolvimento de uma solugao 1.3571428-aproximativa para o SBT.

Como o espaco a ser explorado na busca por uma (19, 14)-sequéncia é enorme, foi
desenvolvida uma solucao de computagao distribuida, de maneira a permitir que multiplos
computadores trabalhassem em paralelo, com o objetivo de acelerd-la. Os detalhes sao

apresentados a seguir.

5.2.1 Usando uma abordagem de computacao distribuida

A busca comega com a enumeracao de todas as possiveis (19, 14)-sequéncias a aplicar

quando se sabe que nao é possivel aplicar uma sequéncia mais curta, provendo razao

de aproximacao maxima %. Uma classe? foi escrita apenas com o propésito de gerar

tais sequéncias. Nesse caso, a lista de todas as (19, 14)-sequéncias possiveis consiste de

'Existem outras 12-sequéncias além das que foram listadas (e.g. (9,7)- e (13,10)-sequéncias), porém
nédo sdo buscadas, pois todas comegam com uma (4, 3)-, (8,6)- ou (12,9)-sequéncia.

2br.unb. cic.tdp.util. ListSequences [37]
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611 itens. Como a lista é muito longa, nao convém enumerd-la aqui, mas ela pode ser
visualizada em sua propria classe® em [37].

Apos a enumeracao das sequéncias, que podem ser transformadas em strings por meio
do simples encadeamento do valor iz de cada movimento da sequéncia, elas sao convertidas
em uma arvore de prefixos. Apenas como ilustracdo, a Figura 5.3 mostra a arvore de
prefixos gerada a partir das possiveis (8, 6)-sequéncias aplicaveis a uma configuragdo que
nao permite uma (4, 3)-sequéncia. Nesse caso particular, as possiveis (8, 6)-sequéncias,
representadas como strings, sao 022022227, “02022222” e “00222222”".

O algoritmo de busca (Algoritmo 7) funciona, essencialmente, como uma busca em
profundidade, caminhando pela arvore de prefixos e chamando recursivamente a fungao
de busca para cada 0- ou 2-movimento possivel, possivel de ser aplicado a configuracao
atual e determinado pelo n6 corrente da arvore. Cada 0- ou 2-movimento aplicado a
configuragdo, durante a busca, é empilhado e desempilhado (se a busca for infrutifera
para aquele galho da arvore) de uma pilha que é fornecida como argumento para fungao
de busca. Se se atingir, durante o caminhamento, um né folha da arvore de prefixos,

significa que a sequéncia de ordenacao foi encontrada e ela estara na pilha.

Algoritmo 7 Algoritmo utilizado na busca por sequéncias longas de transposicoes

1: funcao BUsca(T, p, g) > I' é uma configuracdo, p é uma pilha de p-movimentos e g é um né da
arvore de prefixos

2: para cada p-movimento m, indicado por g, possivel de ser aplicado em I' faga

3: empilhe m em p

4: se g é um no folha entao

5: retorne p > a sequéncia procurada foi encontrada
6: senao

T seja I'" o resultado de I'm ™! > m é aplicado
8: para cada né ¢’ filho de g faga

9: seja s o resultado de BUSCA(LY, p, ¢')
10: se s é uma pilha vazia entao
11: desempilhe m de p
12: senao
13: retorne s
14: fim se
15: fim para
16: fim se
17: fim para
18: retorne uma pilha vazia

19: fim funcao

Para dividir o problema e, assim, permitir que varios computadores trabalhem em
paralelo na busca pela (19, 14)-sequéncia, utilizamos a abordagem Fork/Join [39] provida
pela biblioteca padrao do Java, onde, ao caminhar pela arvore de prefixos, se ainda nao

passamos por trés O-movimentos, fazemos fork. Caso contrario, ao invés de computar

3br.unb. cic.tdp.util.__19_14Seqs [37)
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Figura 5.3: Arvore de prefixos gerada a partir das strings “02202222”, “02022222” e
“00222222", que correspondem as possiveis (8, 6)-sequéncias a aplicar em uma configura-
¢ao que nao permite uma (4, 3)-sequéncia.

o restante da busca diretamente na thread, salvamos em um arquivo: a configuracao
parcialmente ordenada, uma cépia da pilha e uma referéncia para o n6 atual da arvore
de prefixos. Através deste procedimento, foram geradas aproximadamente 38 milhdes de
entradas no arquivo. O ntimero de trés 0-movimentos foi escolhido de forma empirica. Um
niimero menor gera menos entradas no arquivo, mas faz com que o tempo de computagao
restante da busca (os detalhes desta etapa sao explicados na sequéncia), para cada entrada,
seja muito elevado. Por outro lado, um niimero maior implica em mais entradas no arquivo
e tem o efeito de fazer com que o procedimento de divisdo do problema leve quase tanto
tempo quanto a prépria busca em si. O procedimento divisdo da busca, conforme esboco
acima, esta representado no Algoritmo 8.

Em seguida, as entradas do arquivo foram dividas em lotes de 20 e enviadas como uma
inica mensagem para uma fila em um sistema de mensageria RabbitM @ [40], instalado em
um computador na plataforma Amazon Web Services (AWS). Com a divisao das entradas
em lotes, cerca de 1,9 milhdes de mensagens foram criadas. O nimero de 20 entradas no

lote também foi escolhido de forma empirica. Um ntimero menor implica em mais trafego
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Algoritmo 8 Algoritmo para a divisao da busca

1: procedimento DIVISAO(T, p, g, f) > I é uma configuracdo, p é uma pilha de y-movimentos, g é
um no da arvore de prefixos e f é um arquivo

2: se a quantidade de O-movimentos até a raiz de g é igual a 3 entao

3: salve no arquivo f: T', p, e uma referéncia para o né g na arvore de prefixos

4: senao

5: para cada py-movimento m, indicado por g, possivel de ser aplicado em I faga
6: empilhe m em p

7 seja I o resultado de I'm~! > m é aplicado
8: seja p’ uma cépia da pilha p

9: para cada né ¢’ filho de g faga

10: fork de DIVISAO(I,p',q")

11: fim para

12: desempilhe m de p

13: fim para

14: fim se

15: fim procedimento

de rede, a ponto de impactar, de forma significativa, o tempo total de processamento da
busca. Um ntimero maior, por outro lado, faz com que o consumidor demore mais tempo
para consumir uma mensagem, o que, em ultima instancia, faz com que surjam erros de
timeout na comunicagao consumidor-Rabbit M ().

Com as mensagens disponiveis no sistema de mensageria, qualquer computador com
acesso a internet, e com as credenciais necessarias para a ligacao com o RabbitM (@), pode
participar da busca por meio do consumo de mensagens. Consumir uma mensagem,
essencialmente, consiste em tentar “terminar”, para cada entrada do lote, a ordenacao
parcial que foi iniciada anteriormente no processo de Fork/Join. Se algum consumidor
conseguir encontrar a (19, 14)-sequéncia, entdo o mesmo envia uma mensagem, com a
sequéncia encontrada, para uma outra fila, que é constantemente monitorada.

Os computadores que participam da busca podem se ligar e desligar da fila a qualquer
momento. O RabbitM(@) prové um controle transacional na confirmacao de consumo das
mensagem. Isso significa que ele garante que, se um consumidor se desliga subitamente,
entdo as mensagens nao confirmadas pelo mesmo sejam automaticamente re-enfileiradas.

A busca pela (19, 14)-sequéncia, seguindo o método apresentado acima, comegou no
dia 13 de fevereiro de 2022 e terminou, sem encontrar a sequéncia procurada, no dia 23 de
margo de 2022. Durante esses 38 dias, 5 computadores se dedicaram a busca em tempo
integral, totalizando 144 cores (uma thread consumidora de mensagens é instanciada para

cada core 16gico disponivel no computador que participa da busca). Foram eles:

1. um computador equipado com processador AMD Epyc 7742, instalado na Universi-
dade Federal de Goids (UFG), com 64 cores 16gicos e 300GB de RAM emprestados a
busca (o computador tem, no total, 256 cores 16gicos e 2TB de RAM, mas entretanto

serve a outras pesquisas internas do Instituto de Informéatica da UFG);
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2. um computador equipado com processador AMD Ryzen Threadripper 2990WX, com
64 cores logicos e 64GB de RAM;

3. um com processador Intel Core™ i7-8665U, com 8 cores 16gicos e 16GB de RAM;
4. um com processador Intel Core™ i3-6006U, com 4 cores logicos e 12GB de RAM;

5. e outro com processador Intel Core™ i3-4005U, com 4 cores logicos e 8GB de RAM.

Outros dois computadores também ajudaram regularmente na busca, mas apenas no

periodo noturno. Foram eles:

1. um computador com processador Intel Core™ i9-11950H, com 16 cores logicos e
32GB de RAM, e

2. um outro com processador Intel Core™ i7-10610U, com 8 cores légicos e 48GB de
RAM.

Contamos também com o auxilio, por duas semanas, de um computador alugado na
AWS, equipado com um processador de arquitetura ARM, o Amazon Graviton2, contendo
64 cores e 128GB de RAM. Com isso, chegamos a ter picos de 232 cores trabalhando
paralelamente na busca pela (19, 14)-sequéncia.

Vale ressaltar que, para acelerar a execucao, o algoritmo de busca utiliza um cache
interno para “lembrar” dos galhos infrutiferos da arvore de prefixos, para determinadas
configuragoes, e ignora-los quando reaparecem durante a execugao. Por isso, além da
quantidade de cores, a quantidade de memoria RAM disponivel em cada computador tem
papel fundamental no desempenho da busca. Durante a implementacao do algoritmo de
busca, foi considerada a utilizagdo de uma solucao de cache distribuido, com o intuito
de unificar os caches internos de todos os consumidores em um tnico cache. Porém, nao
chegamos a experimentar tal solugao, pois assumimos que o tempo de laténcia de rede no
acesso ao cache, imposto a execugao da busca, pudesse ser muito significativo. Porém, no
futuro, talvez possa fazer sentido realizar algumas experiéncias e reavaliar essa decisao.

As consequéncias da nao existéncia da (19, 14)-sequéncia buscada nesta se¢do serao
discutidas no proximo capitulo.

Em tese, a solucao utilizada na busca por uma (19, 14)-sequéncia pode ser empregada
na busca por sequéncias ainda mais longas, em combinagoes com 3-norma maior que 14,
provendo razoes de aproximacao inferiores a 1.375, desde que haja recursos computacionais
disponiveis.

Todo o codigo implementado para a realizagao da busca, descrito nesta secao, esta

publicamente disponivel em [37].
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Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Primeiro, nesta tese mostramos que o Algoritmo EH pode produzir uma transposi¢ao
extra acima da razao de aproximagao prometida de 1.375. Isso ocorre quando ha uma
(2, 2)-sequéncia inicial na permutacao original, que é “perdida” durante o processo de sim-
plificacao, e componentes pequenos ruins permanecem no grafo de ciclos apds a aplicacao
de qualquer nimero de %—sequéncias.

Em seguida, propusemos um novo limite superior para a distdncia de transposigao,
usando uma abordagem algébrica, que vale para todo S,,, melhorando o limite encontrado
anteriormente por Bafna e Pevzner [9, 27]. Na sequéncia, propusemos um novo algoritmo
de aproximacao para o SBT, garantindo a razao de aproximagao 1.375, também para todo
Sp- No melhor de nosso conhecimento, este é o primeiro algoritmo que garante uma razao
de aproximacao abaixo de 1.5, que nao usa simplificacao.

Implementagdes do Algoritmo EH e do Algoritmo 6 foram testadas com todas as
permutagoes de comprimento maximo 12. Os resultados mostraram que o Algoritmo 6 nao
excede a razao de aproximagao de 1.375 e produz uma porcentagem maior de distancias
calculadas que sao iguais a distancia de transposicao, quando comparadas as computadas
pelo Algoritmo EH. Esses percentuais também foram comparados com outros disponiveis
na literatura. Considerando essa métrica, o algoritmo com melhores resultados parece ser
o de Dias e Dias [4], embora nao apresentem resultados para n > 10.

Realizamos outro experimento envolvendo permutacoes longas de comprimento ma-
ximo 500, geradas aleatoriamente. Os resultados mostraram que o Algoritmo 6 supera o
Algoritmo EH, tanto em relagao as razoes de aproximacao obtidas, quanto aos tempos
de execucao. Ainda sobre esse experimento, o Algoritmo 6 parece ser comparavel ao de
Dias e Dias [35], quando consideramos as razoes de aproximagao obtidas por ambos. Com
relagdo aos tempos de execugao, Dias e Dias [35] também realizaram algumas simulagoes
para permutagoes com comprimento maximo de 100. Considerando apenas os resultados

para permutacoes com esse comprimento maximo, nosso algoritmo parece ser mais rapido.
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Dois outros problemas foram identificados ao implementar o Algoritmo EH. O primeiro
tem a ver com a aplicagdo de %—Sequéncias, quando o grafo de ciclos contém apenas
componentes pequenos ruins e afeta apenas a versao publicada em [10]. O segundo esté
relacionado a aplicagao de (3, 2)-sequéncias, quando nao ha 1fsl—seql,léncias a aplicar e afeta
ambas as versoes do algoritmo descritas em [10] e [28].

A complexidade de tempo do Algoritmo 6 é alta. Um possivel trabalho futuro pode
ser a investigagdo de uma maneira mais eficiente de encontrar uma (2,2)-sequéncia no
inicio do algoritmo. Seguindo uma dire¢do diferente, outro trabalho futuro pode ser a
investigagao de simplificagoes “boas”, ou seja, simplificagdes que nao tém o efeito de perder
uma (2, 2)-sequéncia inicial, quando ela existe. Nao temos ideia se uma tal simplificagdo
“boa” sempre existe ou nao. De qualquer forma, conjecturamos que, para busca-la, o
custo computacional seja 0 mesmo de procurar por uma (2, 2)-sequéncia no inicio.

Todos os resultados acima referidos foram publicados em um artigo cientifico [41] no
jornal Algorithms for Molecular Biology.

Outra contribuicao desta tese sdo os resultados obtidos a partir de uma investigacao
com o objetivo de desenvolver uma solucao aproximada para o SBT com razao de apro-
ximacdo inferior a 1.375, a principio 1.333. O primeiro resultado encontrado é o fato de
todas as configuragoes suficientes de 3-norma maior ou igual a 11 permitirem a aplicagao
de uma %—sequéncia. Porém, ao analisar as combinagoes de componentes pequenos ruins
descobertas durante a andalise que levou ao resultado anterior, nos deparamos com 11
combinagoes problematicas que nao permitem a aplicacao de }—g—sequéncias (Anexo I). De
acordo com o método proposto, as combinacgoes problematicas tinham que ser estendidas
e sequéncias mais longas buscadas. Experimentamos a busca por uma (19, 14)-sequéncia
para uma possivel extensao de uma das combinagoes problematicas. Essa busca levou
38 dias para ser executada, com varios computadores a trabalhar em paralelo, porém a
sequéncia nao foi encontrada.

A nao existéncia da (19, 14)-sequéncia reportada acima implica que, para continuar a
procura por uma solucao aproximada para o SBT com razao inferior a 1.375, uma nova
extensao serd necessaria. Nas novas combinagoes geradas por essa extensao, terd que se
buscar novamente por %—sequéncias — e no caso de nao existirem, tera que se buscar por
(20, 15)-sequéncias (apenas aquelas que ndo comegam com uma %—sequéncia buscada no
passo anterior). Consequentemente, espacos de busca ainda maiores poderao ter que ser
explorados, uma vez que as novas combinacoes terao 3-norma maior ou igual a 16, com
pelo menos 48 simbolos. Dependendo dos recursos computacionais disponiveis e da téc-
nica utilizada, uma tal busca podera levar muito tempo. Nesse sentido, a aplicabilidade
de GPU’s e/ou FPGA'’s para acelerar a busca podera ser investigada com a colaboragao

de especialistas nessas areas. Se, por acaso, nao for possivel acelerar a busca e as sequén-
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cias mencionadas acima nao forem encontradas (o que acarretard em mais extensoes),
entao pode ser que, eventualmente, seja impraticavel procurar e desenvolver uma solucao
aproximada para o SBT com razao inferior a 1.375.

Finalmente, pretendemos, no futuro, usar a abordagem algébrica utilizada nesta tese
para estudar e resolver outros eventos de rearranjo afetando um cromossomo, como por

exemplo: reversoes e trocas de blocos.
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Anexo 1

As 11 combinacoes problematicas
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